Lista 3 - teoria dystrybucji

Podstawowe wlasno$ci dystrybucji

. Dla ponizszych ciagow funkcyjnych, (n — oo, € — 0)

& sprawdz, czy istnieje granica w sensie funkcyjnym

@ sprawdz, czy istnieje granica w sensie dystrybucyjnym

@ jesli obie istnieja, jak sie maja do siebie? Czy potrafisz uzasadnié, dlaczego?

Mozesz najpierw sprobowaé zwizualizowaé te funkcje korzystajac z programéw gra-
ficznych (np. Wolfram Mathematica, GnuPlot, internetowy kalkulator graficzny De-
smos itp.) i pobawi¢ sie nimi troche.
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. Uogo6lnij wynik zadania 8.2, tzn. dla n € N oblicz pochodna dystrybucyjna delty
Diraca.
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. Udowodnij, ze jesli f € L,,., zas g € C*, to dla dystrybucji regularnej zachodzi:

1

locy
Tj/"g = Tf/g 4 ng/

. Niech f € L}, za$ g € C* oraz dodatkowo, niech g bedzie bijekcja taka, ze pochodna

funkcji odwrotnej istnieje prawie wszedzie. Udowodnij, ze dla dystrybucji regularne;j
zachodzi wowczas:

T]/”og = T(f/og)g’
. Policz pochodne ponizszych dystrybucji.

(a) Ty, f(x) = |x] (b) Ty, f(x) = sgn(x)

. Uogélnij zadanie 8.3, tzn. dla n € N oblicz transformate Fouriera dystrybucji regu-
larnej zadanej przez f(x) = ™.

. Policz trarnsformaty Fouriera nastepujacych dystrybucji

(a) Ty, flz)=e" (b) 0 (¢) da



8. Niech fxg to splot funkcji catkowalnych f, g. Rozwaz dystrybucje zadang przez ten
splot, pokaz ze zachodza relacje:

Thag (8) = Ty (5% 0) = T, (f % 0)

z f(a) = f(—x)
9. Definiujemy mnozenie dystrybucji 7' przez funkcje a € C* (R) poprzez:

(@-T)(¢):=T(a- o)
Wykaz nastepujace wlasnosci:

(a) a-6=a(0) o
(b) Ym e N: ™6™ = (=1)™m! §
(¢)Vm,k €N, k<m: zF6™ =0

10. Wprowadzmy definicje:
&  Mowimy, ze dystrybucja T zanika na zbiorze U, jesli dla kazdej funkcji f
takiej ze supp(f) C U zachodzi T'(f) = 0.

@ Nosnikiem dystrybucji T' nazwiemy dopetienie najwickszego zbioru, na kto-
rym 1" zanika.

@ Niech dana bedzie funkcja calkowalnaﬂ @ :R xR — R. Niech T to dystrybu-
cja dzialajaca na funkcje jednego argumentu. Przez T'(¢(z,y)) oznaczymy
dystrybucje T dzialajaca na funkcje dla ustalonego y.

@  Przez splot dystrybucji T' z funkcja ¢ : R — R rozumiemy:
Tx¢(y) =@ T (oly — z))
Z takim zapleczem:

1 Jakie sg no$niki poznanych ci dystrybucji?

1 Pokaz, ze dla dystrybucji regularnych zachodzi
Trxop=f*9

1= Pokaz, ze

5=

1= Niech nosnikiem dystrybucji T bedzie skonczona suma odcinkéw obustronnie
domkniqtyclﬂ Pokaz, ze jesli funkcja ¢ jest wielomianem, to réwniez 1" ¢ jest
wielomianem. Pokaz, ze jesli funkcja ¢ jest eksponencjalna, to 1" x ¢ réwniez.
Jesli masz problem, spréobuj na poczatku ograniczy¢ sie do dystrybucji regular-
nych i przeanalizowaé, ktore warunki powyzszego twierdzenia wynikaja z czego.

INa potrzeby tej definicji, zauwazymy jednak pozniej, ze nalozenie ograniczen na dystrybucje moze
znie$é¢ koniecznosé tego warunku.

2W takich twierdzeniach zazwyczaj mowi sie o zbiorach zwartych, dla ktérych powyzsze sa szczegdlnym
przypadkiem, jednak na potrzeby naszych éwiczen, ograniczmy sie wytacznie do takich sum.



11. Przypomnij sobie, co oznaczaja: funkcje szybko malejace, oraz dystrybucje wolno
rosnace. Na przykladzie funkcji ¢(z) = e uzasadnij, ze dystrybucja:

nie jest dystrybucja wolno rosnaca. Sprobuj skonstruowaé inne pary jako powyzej:
dystrybucja oraz funkcja szybko malejaca udowadniajaca ze dystrybucja nie jest
wolno rosnaca.

Dodatkowo, na potrzeby kolejnych kurséow: delte Diraca uogoélnia sie na wyzsze wymiary
poprzez:
0" (f(Z) = f(0)

gdzie n to wymiar przestrzeni liniowej. Dla trzech wymiaréw w fizyce czesto stosuje sie
zapis:

1

A () = —ans(@)
r

gdzie A oznacza operator Laplace’a, za$ r to wspolrzedna promieniowa r = /a2 + y2 + 22.
Sprobuj uzasadnié¢ powyzsze "rownanie'.
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