Lista 2 - szeregi i1 funkcje specjalne

Metoda szeregow

. Powtoérka z analizy matematycznej 1: Dla ponizszych funkcji, policz szeregi
Taylora w danym punkcie x = xo. Wyznacz reszte. Okresl, na jakim przedziale
szereg jest zbiezny.
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. W metodzie szeregdw uzyskujemy relacje rekurencyjne na kolejne wyrazy. Czesto
jednak mozliwym jest zapisanie ich bezposrednio jako funkcja indeksu sumowania,
np.:

a1 = (n+1)a, = a, =n!ap
Ponizej przedstawiono wyrazy ciagéw (niezwiazanych z szeregami funkcyjnymi) de-

finiowane rekurencyjnie. Sprowadz je do postaci jawnej, zalezacej wyltacznie od ar-
gumentu i poczatkowego wyrazu.
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(@) any1 = ay (b) any1 =a, +n+1 (¢) ans1 = ——=
n+2 n n+1
(d) ani1 = nt gan () any1 = (an) (f) any2 = an
_1)
(9) anya = ( n) (n (h) @nyo = ap + ang

. Réwnanie rézniczkowe ma postac:
2"(t) + P(t)2'(t) + Q(t)x(t) =0
gdzie funkcje P, ) podane sg nizej.
& Wykorzystujac metode szeregéw, rozwiaz te rownania rézniczkowe.

& Podaj zakres stosowalno$ci rozwigzania.

&  Gdy otrzymasz relacje rekurencyjna na wspotezynniki, sprobuj zapisaé je
bezposrednio w funkcji n, jak w zadaniu wyzej.

& W ktorych z rozwigzan rozpoznajesz wyrazenia na znane ci funkcje?

P(t)=0 P(t) = —t? (1) =~
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2 Funkcje Legendre’a

1. Policz wielomiany Legendre’a 0,1,2,3 stopnia, korzystajac ze wzoru Rodriguesa:

Pl = g A (1)}

2. Korzystajac z wyniku wyzej, policz funkcje Legendre’a drugiego rodzaju stopnia
0,1,2.

3 Funkcje Hermite’a

Uwaga, cho¢ funkcje Hermite’a nie sa bezposrednio elementem tego kursu, réwniez sa
rozwigzaniem szeregowym rownania roézniczkowego. Maja tez kilka wtasnosci, na ktorych
mozna przeé¢wiczy¢ zdolnosci liczenia i dowodzenia. Stad, pomimo ze nie musicie ich Pan-
stwo znaé¢, umieszczam kilka zadan.

Wtasno$ci wielomianéw Hermite’a H,,:

@ 353 rozwigzaniami roéwnania réozniczkowego Hermite’a:
/" /
y'(x) = 2xy'(x) + 2ny(z) = 0
@ Mozna je otrzymaé ze wzoru Rodriguesa:

H,(z) = (—1)”6”62;; {e‘xQ}

&  Funkcja tworzaca:

e—t2+2xt _ Z Hn($)tn
=0

Zadania:

1. Korzystajac ze wzoru Rodriguesa, policz wielomiany Hermite’a stopnia 0,1,2,3. Sprawdz
bezposrednim rachunkiem, ze spetniaja one réwnanie Hermite’a.

2. Udowodnij relacje rekurencyjna:

n>0: Hypi(z) =22H,(x) — 2nH,_(2)

3. Policz wyznacznik Wronskiego dla réwnania Hermite’a.

4. Zbadaj parzystos¢ wielomianéw Hermite’a.

4 Funkcje Bessela
Rownanie Bessela dane jest jako:
0= 2"y"(z) + zy/(z) + (z° — v*)y(z) (1)

1. Znajdz "punkty" osobliwe rownania Bessela. Czy ktorys z nich jest regularny?



2. Wprowadzajac operator oraz funkcje:

d
D= T Y(z)=y(x) 27"

pokaz, ze ponizsze rownania sa alternatywnymi postaciami réwnania Bessela :

(D2 v )y(x) + 2%y(z) = 0 (2)
%Y (x) + 20DY (z) + 2?Y () = 0 (3)

3. Sprawdz bezposrednim rachunkiem, ze funkcja:

Jij2(t) = \/551%(25)’ J_1)9(t) = \/5\;(;_825(75)

jest rozwiazaniem réwnania Bessela dla v = +1/2

4. Wiedzac, ze funkcja tworzaca funkcji Bessela 1. rodzaju dana jest jako:

exp <; <x—>> > Tu(t)z", x#0 (4)

neL

wyprowadz wzory:

570 = 5 (1) = S0 o)

5. Korzystajac ze wzoréow , (@ udowodnij ponizsza relacje:

d

5 (7 0u(0) = =" (1) (7)

oraz jej implikacje:

(1;2) (57T (1)) = (1) £ Ty () (8)

6. Odwolujac sie do szeregu definiujacego funkcje Bessela 1. rodzaju:

00 —1)" t 2n+v
Tolt) = ,;) n!F(i + )u +n) (2) ©)

wykaz

@& poprzez oszacowanie, ze dla v ¢ 7 funkcje te sa liniowo niezalezne

& dla v € Z, ze funkcje te sa liniowo zalezne.



7. Funkcje:

o (1+v+n)

sa rozwiazaniami tzw. zmodyfikowanego rownania Bessela:
22" (t) + ' (t) — (2 +v*)z(t) =0
Udowodnij, ze spelniaja nastepujace relacje:

L(t) =i~ J,(it) (11)
L) =Ia(t), meN (12)

8. Korzystajac z podstawienia x(t) = y(t)/t, znajdz rozwiazanie ponizszego rownania
rozniczkowego:

x%w+iy@y+gl+;>ﬂw:o

9. Korzystajac z podstawienia () = y(t)/v/t, znajdz rozwigzanie ponizszego rownania
rozniczkowego:

22" (t) + 2t (t) + <9t2 + i) z(t)=0

10. Korzystajac z podstawienia t = s2, znajdz rozwigzanie ponizszego rownania roznicz-
kowego:
(t)

t"(t) + ' (t) + o = 0

11. Udowodnij, ze funkcja I" Eulera spetnia wtasnosé silni, tzn.

Nz +1) =a2(x)

5 Roéwnania rézniczkowe czastkowe

Niech u = u(x,t). Wprowadzmy uproszczong notacje:

Ju ou
% = axu, E = (9tu
1. Rozwiaz ponizsze réwnania rézniczkowe. W tym celu scatkuj je po odpowiedniej
zmiennej.
(a) Opu =1 (b) Opu =t° (¢) Opu= f(t)u
(d) Opu = 32* +t (€) 0.0, u =2 (f) 0.0 =1

2. Rozwiaz ponizsze réwnania czastkowe, na przyktad znajdujac odpowiednie podsta-
wienie:

(a) 0,0 + 30,u =0 (b) 0,0,u — Opyu —t =0 (¢) Oyu — 0oyu = x



3. Rozwiaz ponizsze zagadnienie rézniczkowo-brzegowe:
0,0 + 2t0,u — 4tx = 0

u(z,0) = 2% + e
u(0,t) = e — 2

4. Rozwiaz ponizsze rownania rozniczkowe, zakladajac rozdzielenie zmiennych:

Oyu — 0,0,u =0 0,0, u — 90,0,u = 0
(@) Oyu=ad,u  (b) ¢ Opu(0,t) =0 (¢) ¢ u(x,0)==x
O,u(l,t) =0 O,u(x,0) =0
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