Lista 1 - rownania rozniczkowe

1 Rownania pierwszego stopnia

1.1 Réwnania jednorodne

1. Rozwiaz ponizsze rownania rézniczkowe, y = y(x):

y =1, y =, Y =y, Yy =y",ne Ny
2

yy'=—x, Yy =2y, Y=y+ty
y/ — efy+:v
2. Rozwiaz ponizsze zagadnienia Cauchy’ego, y = y(x). Dla kazdego rozwiazania
sprawdz, na jakiej dziedzinie ono obowiazuje.
y =y (14 32?) . y(a? = 1)y = 2(1 - y°)
y(0) =1 ’ y(e) =2

~—

{ In (y)y'/y = sin (z) .
y(m) =3 ’

1.2 Roéwnania niejednorodne

Przypomnijmy, nalezy rozwigzac¢ najpierw rownanie jednorodne, a nastepnie zatozy¢ c —
¢(t), 1 podstawi¢ do oryginalnego rownania rozniczkowego.

e Rozwiaz ponizsze zagadnienia Cauchy’ego, y = y(x). Sprawdz dziedzine rozwiazania

{y'+y=3x ' {xy’—y:x3sin(m) ' {y—i—xy’—tan(x)
y(0) =1 ’ y(m) =m ’ y(3) =2

2 Roéwnania drugiego (i wyzszego) stopnia

1. Policz wronskian uzyskany z ponizszych zestawow funkcji:

filz) == fi(z) = a2
fo(z) = e ; fo(z)) = 1/22
f3(z) = sin (x) fa(x) = 2°



2. Rozwiaz ponizsze rownania rozniczkowe o statych wspotezynnikach, y = y(x). Otrzy-
mane rozwigzanie powinno by¢ funkcja rzeczywista.

(@)y"+2y +y=0 (b)y" +2y' +3y=0 (¢) 3y" +2y =5y =0
(d)y"+y=0 (e)y" —8y—2y =0 (f)y"+3y—2y'=0
(9) " +y =0 () y" =2y" =y +2y=0 (i) y" —6y" + 12y =8y =0

3. Dla powyzszych réwnan rézniczkowych przyja¢ warunki poczatkowe, odpowiednio:

() { z/((oo))::12 (b) { v () =0 (c) { y(1) =ee

(
(m/2) =0 (1) =1 y(0) =0
R i R AR U /e

W kazdym przypadku zbadaj dziedzine rozwiazania. Okresl, w jakim przedziale jest
ono jednoznaczne.

4. Rozwiaz ponizsze rownania rézniczkowe, podstawiajac odpowiedni ansatz. Rozwia-
zanie powinno by¢ funkcja rzeczywista.

(a) 2*y" +ay +y=0 (b) 2%y —ay' +y =0 (c) 2y +ay —y=0

(d) $3y”’—|—2x2y”+xy’—y:0 (e) x3y///+x2y//+xy/:0

5. Dla powyzszych réwnan roézniczkowych, zatéz nastepujace warunki brzegowe i wy-
znacz rozwiazanie szczegolne:

Y (e y'(e) = y(1)=1
y(e™) =0 y(e™) =0

(d) § y'(e") =1 (e) ¢ ¥'(e")=0
y//(ew) — 2 y//(eﬂ') — 1

W kazdym przypadku zbadaj dziedzine rozwigzania. Okresl, w jakim przedziale jest
ono jednoznaczne.

Ro6wnania drugiego stopnia niejednorodne

1. W zadaniu [2| z rozdziatu |2l wprowadz czynnik niejednorodny, podany ponizej (tzn.
niech réwnanie zamiast = 0, bedzie réwne ponizszemu wyrazeniu). Znajdz rozwia-
zania ogodlne takich réwnan niejednorodnych.

(a) cos(z) (b) = (c) e
(d) @ (€) e (f)
2. W zadaniu [4] z rozdzialtu [2| wprowadz czynnik niejednorodny, podany ponizej (tzn.

niech réwnanie zamiast = 0, bedzie réwne ponizszemu wyrazeniu). Znajdz rozwia-
zania ogdlne takich réwnan niejednorodnych.

(a) 1 (b) 2° ()

T



4 Uklady réwnan liniowych pierwszego stopnia

Rozwiaz ponizsze uktady rownan

o
y(t) = —2a(t) - 2y(t) (1) = ~20(0) + (1) + ¢
@ O {0 oty iy 1

(C) y/(t> = _x<t) - 2y(t) (d)

() 37

Zauwazmy, ze w przykladzie (e), wyznacznik macierzy jest rowny zeru. Czy komplikuje
to obliczenia?

Zachecam do sprobowania réznych metod rozwiazywania uktadéow, w tym réwniez
uzmiennianie statych (znajdujemy wektory i wartosci wlasne, postepujemy jak w przy-
padku jednorodnym a nastepnie zaktadamy ze state sa funkcjami i podstawiamy catosé
do rownania rézniczkowego) lub eliminacji (podstawienia jednego rownania do drugiego).

5 Zadania koncepcyjne

@ Zaproponuj réwnanie rézniczkowe pierwszego stopnia, ktérego rozwiazaniem szcze-
gblnym jest funkcja kwadratowa.

@  Zaproponuj zagadnienie Cauchy’ego, ktorego rozwiazaniem jest funkcja identycz-
nosciowa.

@ Zaproponuj rownanie rozniczkowe (jedno!) drugiego stopnia, ktérego rozwiazaniami
szczegblnymi sa funkcje:

xi(t) = e* To(t) = et

@ Zaproponuj rownanie rozniczkowe (jedno!) drugiego stopnia, ktérego rozwigzaniami
szczegblnymi sa funkcje:

xi(t) = e* Ty (t) = te*

@ Zaproponuj rownanie rozniczkowe (jedno!) drugiego stopnia, ktorego rozwiazaniami
szczegblnymi sg funkcje:
z1(t) = e* cos (\/§t) To(t) = e*' sin (\/§t>

@ Zaproponuj rownanie rozniczkowe (jedno!) drugiego stopnia, ktorego jednym z roz-
wigzan jest x1(t) = t3In (+?)



& Predkos¢ rozpadu pierwiastka promieniotworczego jest wprost proporcjonalna do
masy sybstancji, ktora nie ulegla jeszcze rozpadowi. Czasem potowicznego rozpadu
nazywamy czas, po ktérym potowa poczatkowej masy ulegnie rozpadowi. Czas po-
towicznego rozpadu neptunu-241 wynosi okoto 14 minut. Zaproponuj réwnanie opi-
sujace zmiane masy neptunu-241 w czasie. Jesli poczatkowa masa wynosita 100 kg,
to ile tego izotopu pozostanie po (a) 7 minutach, (b) 70 minutach.
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