Kolokwium 2 - poprawa
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1. Rozwiaz jednen z ponizszych podpunktow:
(a) Rozwiaz ponizsze rownanie:
y'(t) +e*y(t) =0

Podpowiedz: podstaw ¢ = In (s), tzn. y(t) = y(Ins) = x(s)
(b) Wykaz, ze zachodzi:

1= Jo(t)+2 i Jon (1)

n=1

2. Niech zadana bedzie funkcja fy : (0,00) — R.

T

T =T

Oblicz jej nieparzyste rozszerzenie f na caly zbior liczb rzeczywistych, a nastepnie
policz szereg Fouriera f na przedziale [—m, 7]

3. Rozwiaz jeden z ponizszych podpunktow
(a) Policz transformate Fouriera funkcji:
fla) = e
(b) Udowodnij, ze transformata Fouriera funkcji parzystej jest funkcja rzeczywista.
4. Rozwiaz jeden z ponizszych podpunktow:
(a) Policz pochodna dystrybucji regularnej zadanej przez funkcje:

1, Jz| <1

f(x>:{2, ) >1

(b) Policz transformate fourierowska dystrybucji regularnej zadanej przez funkcje:

f(z) = e™, acR



Przyktadowe rozwigzania

1. (a) Stosujac sugerowane podstawienie obliczamy pochodne:

2(s) = y(lns)

'(s) = dyOhl ) =1 lns) dlgs( ) :y’(t).i
OO0
) ( ) 52 52 s
_ 2 N( )%-Sﬁ( )

Zatem, podstawiajac do rownania, uwzgledniajac rowniez ze t = In(s) =
s =e:
0=y"(t) + e*y(t)
52" (s) + s2'(s) + s*x(s)
52" (s) + s2/(s) + (s* = 0%)x(s)
)
(

a zatem rozwiazaniem ogdlnym na x(s) jest:

z(s) = c1Jo(s) + caYo(s)

wracajac zas do oryginalnej zmiennej i oryginalnej funkcji:

y(t) = x(e") = crJo(e) + e2Yo(e)

(b) Korzystajac z funkcji tworzacej:

oo (L (e 1)) =S az0

ne”L

podstawmy z = 1:

o (o)) ~onl - D)=

S Ju(t)x = Ja(t) = Jo(t) + D (Ju(t) + J_n(t))

ne” nez neN

=1

Wiemy rowniez, ze dla catkowitych n zachodzi J_,, = (—1)"J,, zas
n __} 2, m— parzyste

L+ (=1)"= { 0, n — nieparzyste

stad, podstawiajac obie strony dostajemy:
L= Jo(t) + > 2Jo,(t) + > 0Jon1(2)

neN neN

L= Jo(t)+2) Jan(t)

neN




2. Nieparzystym rozszerzeniem funkcji f, bedzie:

0, lz| >7mVvae=0
flx)=% x—m, x€(0,m)
r+m, x€(—m0)

Poniewaz jest to rozszerzenie nieparzyste, a szereg Fouriera ma by¢ policzony na

Rysunek 1: Na zo6lto (przerywane) - funkcja oryginalna f,, na czerwono - jej nieparzyste
rozszerzenie

przedziale symetrycznym [—7, 7], zatem wspotezynniki cosinusowe wszystkie wyno-
sza 0, zatem pozostaje nam policzy¢ wspotczynniki sinusowe. Zauwazmy przy tym,
ze skoro funkcja f jest nieparzysta, to funkcja f(x)sin(nz) jest parzysta, zatem
skorzystamy z tej symetrii:

B, = 71r/7; f(z)sin (nx)dx
- i/ow(x — 1) sin (nx)dz

2 (_@_ﬂcowm

n

=T - _1
Y — d
/0 — cos (nx) x)

=0

2( 7w  sin(nz) :E:ﬂ)
=\t
T\ n n

=0
2
n

Stad poszukiwany szereg Fouriera:

() ~ =2 2 sin;m:)




Rysunek 2: Na szaro - funkcja, na czerwono - pierwsze 2 wyrazy szeregu,
na cyjanowo-seledynowo - pierwsze 6 wyrazéw szeregu, na
granatowo - pierwsze 8 wyrazoéw szeregu, na fioletowo - pierwsze 10 wyrazoéw szeregu.

3. (a) Korzystajac bezposrednio z definicji:

) = o= [ pa)e o
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Fue = 2l

(b) Niech g : R — R bedzie funkcja parzysta, tzn.:
9(=z) = g(x)

7.’E 71wmd$+ / l‘ 77,wxdx

—;c(l—l—zw dl’+ / z(1—iw)

T— 00




Policzmy sprzezenie transformaty Fouriera tej funkcji:

1

9@ = —= [ gle)emonda
21 J—o0

1 oo )
= Wors /_OO g(x)e™“*dx

b= —p — dr = —dt ‘

r— oo = t — Foo

1 == A
= —— —t)e "dt
or /Oo g(=t)e

1 e :
= — t)e “tdt
o /_ _9(t)e

gdzie w ostatnim kroku uzyliSmy parzystosci g oraz zamiany granic. Otrzymu-
jemy zatem, ze:

VweR: glw) =g(w)
co zachodzi wylacznie dla funkcji rzeczywistych i tym samym koriczy dowod.

4. (a) Dystrybucja regularna zadana przez funkcje f zdefiniowana jest jako:

Ty(9) = [ f(@)olw)ds

—00

Zas pochodna dowolnej dystrybucji 7™

zatem:

Tj(0) =~ [ f@)¢/()d
=— /_: 20 (x)dx — / &' (z)dx — /100 2¢ (x)dx

1
-1

— —2¢(x) o o(x) o 20(x) h
_ _2(¢(_1) - 0) - (¢(1) - ¢(—1)) - 2<0 - ¢(1)>
= —¢(—1) + ¢(1)
= (51 — 5_1) (¢)
stad wniosek:
T} =01 —0-1

(b) Dystrybucja regularna zadana przez funkcje f zdefiniowana jest jako:

1(0) = [ f@)olw)ds



Zas transformata fourierowski dowolnej dystrybucji 7"

o~

T(¢) =T (9)
Stad:
T(0) = [ f@)dlw)ds
= /O:o ¢ (x)dx
1 ez
= 27Tﬁ /_Ooe o(z)dx
= V2rF ! (9) ()
= V21 F ! (F(9)) (@)

= V2r(a)
= méa((b)

stad wniosek:

T;c = V270,




Lista wzorow

Rownanie Bessela

2%y (@) + ay/ (@) + (2% — v)y(z) =0

00 (—1)" £ 2nt e (Je(t) cos (m€) — T ¢(t))
Tolt) = ;::0 n! I'(1+v+n) (2) ’ ht) = %l—r)r’l’ ) a% (sin (7))

exp (; (x - 1)) = Ju(t)z", x#0

€ nel

[(x) := /Oo t" e tdt
0

Szeregi Fouriera

Szereg Fouriera dla funkeji f na odcinku |a, b]:

f(x) ~ z‘éo + i (Ancos (”7(22:2—@) + B, sin <nw(2z:2—a)>>

A 2 /ab F() cos (mr(2x —b— a)>dx

b—a b—a
2 b 20 —b—
B, = b—a/a f(z)sin (mr( Jg_a a)>da:

Transformacja Fouriera

Fw) = )= o= [ pw)e e
f@)=F(f) () = ¢127r | fw)etrds

~

F(f(x) cos (02))(w) = 5 (flw+0) + flw—0))
F(f(x)sin (02))(w) = 5 (Flw+0) = flw—0))

]

‘r—\l\D\»—l

[\]

F(f)w) = iwF (f)(w)

(2 )@ == [ fgta =)y



