Kolokwium 1 - poprawa 2.
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1. Sprawdz, ze funkcja x1(t) = 1 jest rozwiazaniem ponizszego réwnanai roézniczkowe-
go:

x/(t

" (t) + IE )

Zmajdz rozwiazanie ogolne. Znajdz rozwiazanie spelniajace warunki poczatkowe:

=0

2. Rozwiaz jeden z ponizszych podpunktow:
(a) Rozwiaz ponizsze rownanie z wykorzystaniem odpowiedniego ansatzu:
2"(t) — 72/ (t) + 10z(t) = 0
(b) Rozwiaz ponizsze rownanie z wykorzystaniem odpowiedniego ansatzu:
22" (t) + 5t (t) + 3x(t) = 0
3. Rozwiaz jeden z ponizszych podpunktow:

(a) Wykorzystaj metode szeregéw potegowych do rozwiazania réwnania roéznicz-
kowego:
(1 — 32" (t) + 4ta'(t) — 4a(t) = 0
Zapisz jawnie wynik koncowy.

(b) Rozwiaz uktad rownan:



Przyktadowe rozwigzania

1.

2.

Skoro x; to funkcja stata, zatem:
rnt)=1 = 2{(t)=0 = 2{(t) =0

a tym samym réwnanie jest spetnione:

0
0O+-=0
N t
Ze wzoru Abela otrzymujemy Wronskian:
1 1
W (t) o exp (— / tdt) x exp (—In(t)) = . (1)

zas drugie niezalezne liniowo rozwiazanie dostaniemy:

zo(t) = xl(t)/ Z((f)) dt o /1dt =In(t)+c

A zatem rozwiazanie ogoblne:
$<t> =+ C In (t)
Podstawiajac warunki poczatkowe:

l=z(1)=c+cn(l)=q¢

1
2:1’/(1)202-; =y
t=1
stad poszukiwane rozwigzanie:
x(t) =1+2In(t) (2)

(a) Rownanie ma stale wspotezynniki, stad postugujemy sie metoda wielomianu
charakterystycznego = podstawiamy ansatz z(t) o e, r € C, otrzymujac:

=2 —Tr+10=(r —5)(r — 2)

a zatem, skoro rownanie ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste, dostajemy roz-
wigzanie:

x(t) = c1e® 4 cpe®

(b) Roéwnanie ma wspotezynniki o potegach réownych rzedom pochodnych, stad
podstawiamy ansatz z(t) < t", r € C otrzymujac:

O=r(r—1)+5r+3=r*+4r+3=(r+3)(r+1)

a zatem rozwigzaniem jest:




3. (a) Poniewaz funkcjdT

4t 4

P(t) = T Q(t) = 1z

sa analityczne w ¢t = 0, zatem korzystajac z twierdzenia o rozwiazaniu anali-
tycznym podstawiamy:

[o.¢]
= Z ant”
n=0

przy czym poszukujac rozwigzania nalezy znalezé relacje na a,, (jawne badz,
gdy jest to bardzo skomplikowane, wytacznie rekurencyjne). Zatem:

o0
= Z a,nt"
n=1

2'(t) = i apn(n — 1)t" 2

n=2

co po podstawieniiu daje:

0=(1—-1t*)> amn(n—1)t"7+4t> ant" ' —4 Z ant"

n=2 n=1

o
—X:annn—lt"2 Zan n—lt”+42annt” 4Zant"
n=0

n=2 n=2 n=1
k=n-—2

n==*k+?2

n=2 —= k=0

—Zak+2 k4 2)(k+ 1)tk Zan n—lt"+42annt” 4Zant"

k=0 n=2 n=1
—2a2—|—6a3t—|—2an+2 n+2)(n+ 1)t" Zan (n — D)t" + 4aqt
n=2 n=2
+4 Z a,nt" — dag — 4a1t — 4 Z ant"
n=2 n=2

co, po segregowaniu wyrazow przy kolejnych potegach daje:

2a9 — 4dag =0 = a9 = 2ay
6as +4a; —4a1 =0 = a3 =0
ani2(n+2)(n+1) —a,n(n —1) +4a,n —a, =0

 nn—1)+4—4n  n’—5n+4
e T T T 1 2) . M )t 1)
(n—4)(n—1)

o) (n+)

7 powyzszego wzoru wynika, ze:

& a, o nieparzystych indeksach wiekszych od jednosci sa rowne zero

LOdwotujac sie do notacji z wyktadu



& dlan =4 otrzymamy ag = as2 = 0 ze wzgledu na zanikajacy licznik
& a w konsekwencji wszystkie parzyste indeksy wicksze od 4 zanikaja

a zatem obliczamy kolejne wspotezynniki:

Qo

ai

as = 2ayg

as =0

a4=a2+2:a2'—2_4>(2_1) :2&0';2:—@
(2+2)(2+1) 12 3

stad ostateczny wynik:

1
ﬂw:c¢+m«1+%?—§g

(b) Korzystajac z metody macierzowej zapisujemy uktad rownan jako:
T(t) = AZ(t) + F(t)
Potrzebujemy policzyé:
Z(t) = et / AR () dt

Mozemy diagonalizowa¢ macierz A, lecz w tym przypadku tatwiej zauwazy¢,
ze jest ona niczym innym jak macierzowa reprezentacja jednostki urojonej:

(2 8313 4]

et = cos () +sin () A = [ (83?5 8 _Czlsn(t(;) ]

a zatem:

Kolejng rzecza, jaka zauwazamy jest to, ze wektor niejednorodnosci ﬁ(t) jest
wektorem stalym, a tym samym mozemy wylaczy¢ go poza catke. Stad:

ferra= [ <al i |a

| Jcos(t)dt [sin(t)dt
| = [sin(t)dt [cos(t)dt

P

I sin(t) 4+ —cos(t) + e
n [ cos (t) +c3  sin(t) + ¢y ]



Podstawiajac zatem wszystko do powyzszego wzoru:

24y — | €08 (t) —sin(t) sin(t) +c¢; —cos(t) + o 1
(t) = sin (t)  cos(t) 1 l cos(t) +e3  sin(t) 4+ ¢y ] [ 0 ]
_ | cos(t) —sin()}[sm(t)—i—cl]
| sin(f) cos () cos (t) + c3
_ [ cos (t) sin (t + cos (t)e; — sin (¢) cos (t) — sin (t)c3) ]
! sin (t)* + ¢y sin (t) + cos (£)* 4 3 cos (1)
_ 1 cos (t) — cgsin (t) ]
| crsin(t) +ezcos(t) +1
stad wynik:

lx(t) ] _ [ ¢y cos (t) — ey sin () ]

cysin (t) 4+ cgcos (t) + 1




Lista wzorow

wzor Abela:

a(t)

) W)
W) W)
AO="20mn YT awnw

Dla ukladu réwnan:

rozwiazaniem jest:




