Kolokwium 2, grupa 1

27/01 /2026

Zadania:

1. Rozwiaz ponizsze rownanie rézniczkowe:

m%ﬂ+§f@)%@2+;>ﬂﬂ:0

Podpowiedz: zastosuj podstawienie z(t) = y(t)/t oraz odpowiednia zamiane zmien-
nych

2. Niech fy : (0,00) — R:

fr(z) = { 37_ > T2

T <

ST

Zmnajdz nieparzyste rozszerzenie tej funkcji na caty zbior f : R — R, a nastepnie
oblicz rozwiniecie f w szereg Fouriera na przedziale [—, 7]

3. Rozwiaz jeden z ponizszych punktow (a) lub (b):
(a) Niech zadane beda funkcje:
f(z)=e7"O(z),  g(z)=06(x)0(1 -z

policz:

F(f*g)

(b) Dlao € R, policz F~* (@(m) cos (Ux)) a nastepnie policz transformacje Fouriera
dystrybucji regularnej zadanej przez ¢(x) = x cos (x)

4. Dla funkcji lokalnie catkowalnych f, g, 7, h € C' (R;R) oraz a € R policz pochodne
dystrybucji regularnych zadawanych przez nie:

f(z) = B4(x) := O(x — a), acR
g(x) = h(z)O,(2)

0, T <=5
(2) = 1, x € [=5,m)
TEIZN 1 4 sin (2), x € [m,4m)

1 +sin (x) + cos (z), z > 4n



Przykladowe rozwiagzania grupy 1

1. Stosujac podpowiedziane podstawienie otrzymujemy:

y(t)
x(t) = o
o Y1) y@)
W=
2t = t(t) B 2yt(;t) +2tg3

0=2"(t) + ;))m’(t) + (f + ;2) (1)
Y)Y oy 3 (Y () 5 1\ y(®)
= The +2t3+t(t _t?>+(j +t2>t
Y Y@, Ly
T e U

obustronnie - ¢
0 =ty"(t) + /' (t) + (jit)*y(t)

Zauwazamy, ze ostatni czlon ma inaczej przedstawiona zmienna, wiec sprobujmy
podstawienia ze zmienionym parametrem:

otrzymujac rownanie rézniczkowe::
0=125% 2"(jt) +tj 2'(jt) + (jt)* 2(jt) = 722" (7) + 72/(7) + (v* = 0%)2(7)

W ostatniej postaci rozpoznajemy rownanie Bessela z parametrem v = (. Ponie-
waz jest to liczba catkowita, rozwigzaniami takiego réwnania sa funkcje pierwszego
i drugiego rodzaju. Zatem otrzymujemy rozwigzanie:

A7) = e do(T) + eaYo(r) = 2(jt) = y(t) => | x(t) = %Jo(jt) i %Y()(jt)

2. Nieparzysta funkcja charakteryzuje sie tym, ze f(—x) = —f(z), zatem mozna za-
uwazy¢, ze oczekiwanym rozszerzeniem bedzie:

r+3 o<
fle)=q -5, >3
0, |z > 3

Na grafice [l] znajduje sie rysunek obu funkcji. Szereg Fouriera na odcinku [—, 7]
zadany jest jako:

f(z) ~ z‘;o + i (A, cos (nz) + B, sin (nx))



=4

Rysunek 1: Na zotto (przerywane) - funkcja oryginalna f, na czerwono - jej nieparzyste
rozszerzenie

ze wspoOtczynnikami:

A, = ;/:r f(z)cos (nx)dx
1 s

B, =—[ f(z)sin(nx)dx

T J—7

Zauwazamy, ze nasza funkcja jest nieparzysta, zatem wspotczynniki A, beda wszyst-
kie rowne zero - cosinus jest funkcja parzysta, funkcja parzysta razy nieparzysta daje
nieparzysta, catka funkcji nieparzystej na przedziale symetrycznym wynosi zero.
Obliczamy zatem wspotczynniki B,,:

B, = ! /7r f(z) sin (nx)dx

i/oﬂ f(z) sin (nx)dx

2 /2 9
= —/ Osin (nx)dz + —/ (x — W) sin (nz)dx
7 Jo 2

™ Jr/2

_2 (:c - ;T) sin (nx)dx

™ Jrw/2

Catkujac przez czesci:

/ (:U — 72T> sin (na)dr = (x — ;T) R (nz) — / A (nx)da:

= (T o) 2l | snne)




Podstawiajac zatem:

B, —.. — 2 (7T _ m) cos (nx)|"" 2 sin (?;p)
T \2 n verpp T T pmr /2
2 (_mcos (nz) 2 sin ()
=\ 5 —0l+=10—
T 2 n T n2
(=1 2sin (%)
- n n2m
nm(—1)" + 2sin (%)
o n2m

Otrzymujemy zatem szereg:

© nr(—1)" + 2sin ( 2F
o)~ =30 DS )

n=1

o - sin (nx)

Na ponizszej grafice znajduje sie przyblizenie f z zastosowaniem wyliczonego powy-
zej szeregu.

Rysunek 2: Na szaro - funkcja, na czerwono - pierwsze 2 wyrazy szeregu,
na cyjanowo-seledynowo - pierwsze 6 wyrazoéw szeregu, na
granatowo - pierwsze 8 wyrazéw szeregu, na fioletowo - pierwsze 10 wyrazoéw szeregu.

3. (a) Zadanie mozna policzy¢ bezposrednio, liczac najpierw splot, a potem trans-
formacje fourierowska (dtuzsza metoda), albo korzystajac z twierdzenia, ktore
mowi ze

frxag=1g
. Policzmy zatem oboma metodami:

i. zaczynajac od bezposredniego liczenia, musimy byé¢ bardzo uwazni na gra-



nice catkowania - poniewaz zaleza one od zmiennej zewnetrznej:

Fra) == [ fy=a)g(a)da

= \/ﬂ/ fly —z)dx
—(y—=)
Oy — z)dx
\/27r-/
= —27r ; e”‘"@(y —z)dx
i y<O0: 0
= ye (0,1]: [Je dx
Vm y>1: Ji eda
- y<0: 0

= ye(0,1]: e¥—1
V2T [y s 1 et

Albo, korzystajac z symetrii zbadajmy najpierw granice catkowania:

)0 y—2<0
@<y_”“">_{1 y—2>0 < y>uz
J O 14+2—-y<0
@<1_(y_x)){1 l4+2—y>0 &= z>y—1
1l y2ax>2y—1
@(y—x)@(l—i—x—y):{o r<y—1 V x>y

Dostajemy zatem caltke:

f*gly \/%/ e "O(z)dr
y<0: r<y<0 = O)=0 = [/ ,eO(x)dr=0
= — €c(0,1]: y—1<0 = [Y e"O(x)dr = [Ye*dr=1—¢eY
var Z>(1:} y;’16_$d:c:e_(f§/_11)—egy):e_y(fg—l)
y<0: 0
= ye(0,1]: 17%11
y>1: (ej;—;_y



Nastepnie przeprowadZzmy transformacje Fouriera:

F(fea)(@) = <= [ fealu)e ™y

1t 1 .
— (1~ e e iwyyg 7/ Ye—iwy g
27r/0<e) R
=1 y=1
B S ] L S S C e ) Y
21 —iw y=0 27 —(1 +iw) =0
e—1 1 67(1+iw)y o
21 —(1 +iw) 1

l—e™ elew_1 e—lete™—0
Siom 27(1 + iw) T T +iw
l—e™™ elem™w 14w g legmiw
2iwT * 27(1 +iw)
= Lz ™ <1 + 1w — iw)
27w - (1 +iw)

e —1
27 (w? — iw)

F(f*g)(w)=

ii. Korzystajac zas ze wzmiankowanego wczesniej twierdzenia, musimy poli-
czy¢ najpierw dwie transformaty:

) = o= [ fa)e e

71wxd$

= /e
-/

1 1 6—(1+iw)x
V2r —(1+iw)
1
V2m(1 + iw)

—(1+iw) xdl’

Y—o0

y=0

Flo)w) = 7= [ gy wdo
O(1 — z)e “*dx

- Lo

= \/%/0 e Wy

I R B

CVam—iw |
1— efiw

- w21



A zatem:

1 1 —e |

w) - Flg)(w) = Nz o =

2m(1 +iw) iwy2r 27 (w? —iw)

F(fxg)(w)=F(f)

—

(b) Transformacje odwrotng liczymy bezposrednio z definicji, korzystajac rowniez
z przedstawienia cosinusa poprzez eksponenty: cos (z) = (e 4 ¢ 7).

F (5(96) cos (0:15)) (w) = 12 /OO qg(x) cos (oz)e™  dx
\V 4T J—00
1 0o _. iox —ioxr
-7 e
1 * - iox iwT 1 R —i0T _iwe
221 /_oo o(z)e e dr + Wor %/_Oo P(z)e " e  dr

1 00 . 1 ESIN A
w(a—f—w)d + / zx(—a-{—w)d
221 /_oo Ale)e T o o P !

= F () o)+ 57 (B) (v o)

a poniewaz FoFl=id=F 1oF ¢=F (¢), powyzsze rownanie upraszcza
sie:

o~

F (6(x) cos (ow)

N——

(@) = 0w+ 0) 4 o0~ 0))

Powyzszy wzor wykorzystamy w dalszej czesci zadania. Przypomnijmy réwniez,
ze dla funkcji ¢ € D zachodzi:

—

(W) = iwp(w)

co pozwala nam obliczy¢:




Tym samym otrzymujemy:

Ts(p) = \/227 (' (1) + ¢ (-1))

lub, wykorzystujac wiedze z ¢wiczen o pochodnej delty Diracka:

0, (¢) = —0a(¢’) = —¢'(a)

otrzymamy wyrazenie:

T, = \/2%(5’7%’ )

4. Pochodna dystrybucji T" zdefiniowana jest jako:

zatem, podstawiajac do wzoru:

Tf (¢) = _Tf ¢)

:_/f

/ O(x — a)¢'(z)dx

[

Té(mfa) = 6&

Tg; (¢) = _Tg (¢/)

—— [ g (@)
=— /_O:o h(x)O4 ()¢ (x)dx
_— / " h(@)d (2)dz

~h(@)o(@)| o+ / e
—i—/ B (x)O(z — a)d(x)dx
= (h¢)+Th 0.(9)




za$ korzystajac z definicji mnozenia dystrybucji przez funkcje, dla delty Diraca:

otrzymujemy:
,fb@a =h- 5(1 —+ Th’®a

Oczywistym jest tez, ze mozemy zacza¢ od obliczenia Tg’, a nastepnie postawié¢
h(x) =1 aby obliczy¢ T}.

Do obliczenia pochodnej dystrybucyjnej dla j skorzystamy z tego, ze dystrybucje
regularne sa liniowe wzgledem zadajacej je funkcji:

\V/é',C € Lllom \V/O[,ﬂ eR: Taf+,@< - OéTg + 5TC
oraz ze pochodna réwniez jest liniowa:
(aTh + B13)'(¢) = —(aTh + BT3)(¢) = —aTi(¢) — BTa(¢') = oT1(d) + BT3(¢)

Spostrzegamy bowiem, ze:

stad:

T = (To_, + Ty T ’
j O_5 + sin- O + CoSs - @47r)
- Té_5 + Ts/irr Or + T(:os- O4r
= 0_5 +8in (7m)0; + Teos. 0, + €08 (47)0sr — Tain. o,

Korzystajac zas z tego, ze sin (r) = 0, cos (47) = 1 otrzymujemy:

ir]{ - 5—5 + Tcos- Or + 5471' - T:sin~ Our




Kolokwium 2, grupa 2

27/01,/2026

Zadania:
1. Rozwiaz ponizsze rownanie rézniczkowe:
1
22" (t) + 2’ (t) + (91&2 + 4) z(t) =0

Podpowiedz: zastosuj podstawienie z(t) = y(t)/+/t oraz odpowiednig zamiane zmien-
nych

2. Niech fy: (0,00) — R:

f+(37) = { (7)21_% rs

€T >

STETCTE

Zmajdz nieparzyste rozszerzenie tej funkcji na caty zbior f : R — R, a nastepnie
oblicz rozwiniecie f w szereg Fouriera na przedziale [—, 7]

3. Rozwiaz jeden z ponizszych punktéw (a) lub (b):
(a) Niech zadane beda funkcje:
fley=el, g(z) = O(~2)0(z + 1)

policz:
F(f*g)
(b) Oblicz F (¢') a nastepnie policz transformacje Fouriera dystrybucji regularne;

zadanej przez ¢(z) = xe'”

4. Dla funkcji lokalnie catkowalnych f,g,j, h € C' (R;R) oraz a € R policz pochodne
dystrybucji regularnych zadawanych przez nie:

f(z) = O,4(x) :=O(x — a), aeR
9(x) = h(x)Oa(z)

0, r<—5H
L], x € [=5,—2)
@)=\ 14, € [~2,4n)

l+a+cos(x), x>4n



Przykladowe rozwigzania grupy 2

1. Stosujac podpowiedziane podstawienie otrzymujemy:
x(t) = y(t)r '

Y () = o (0 — Syt

2
: 3
iL‘//<t) _ y//(t)t—l/Q o y/<t)t—5/2 + Zy(t)t—5/2

a zatem podstawiajac:
1
0 = £227(¢) + 262 (1) + (9152 + 4> (1)
. . 3 .
— 42 (y"(t)t 1/2 y/(t)t 3/2 + Zy(t)t 5/2>
1 1
+ 2t <y’(t)t—1/2 — 2y(t)t_3/2> - (9752 + 4) y(t)t=1/?

3 1
=" (O — o (1)t + Zy(t)t’” 242y (O —y(t)t 2+ 9y ()Y + Zy(t)f” ’
= P 4y (O 49821

obustronnie - t'/2

0 =ty (t) + ty'(t) + 9>y(t)

Zauwazamy, ze ostatni czlon ma inaczej przedstawiona zmienna, wiec sprobujmy
podstawienia ze zmienionym parametrem:

y(t) = 2(3t) = 2(7)

y'(t) = 32/(3t) = 32/(7)
y"(t) = 92"(3t) = 92" (1)
otrzymujac réwnanie réozniczkowe::

0 =9t 2"(3t) + 3t 2/(3t) + (3t) 2(3t) = 722" (1) + 72 (1) + (7% — 0%)2(7)

W ostatniej postaci rozpoznajemy rownanie Bessela z parametrem v = (. Ponie-
waz jest to liczba catkowita, rozwigzaniami takiego réwnania sa funkcje pierwszego
i drugiego rodzaju. Zatem otrzymujemy rozwigzanie:

A1) = a1 do(T) + eaYo(r) = 2(3t) = y(t) = | a(t) = “LJo(3t) + %Yo(gt)

Vi Vi

2. Nieparzysta funkcja charakteryzuje sie tym, ze f(—z) = —f(z), zatem mozna za-
uwazy¢, ze oczekiwanym rozszerzeniem bedzie:

5—r, 0<x<7g
fle) =9 -5 —2, —5<x<0
0, lz|]>Z Vv x=0

2

Na grafice [3| znajduje sie rysunek obu funkcji. Szereg Fouriera na odcinku [—, 7]
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Rysunek 3: Na zotto (przerywane) - funkcja oryginalna f, na czerwono - jej nieparzyste
rozszerzenie

zadany jest jako:
N7+Z (A, cos (nz) + By, sin (nx))

ze wspoOtczynnikami:

A, = 1 /‘Tr f(x) cos (nx)dx

™ J—m
1 s
B, = —/ f(z)sin (nx)dx

™ J—7
Zauwazamy, ze nasza funkcja jest nieparzysta, zatem wspotezynniki A, beda wszyst-
kie réwne zero - cosinus jest funkcja parzysta, funkcja parzysta razy nieparzysta daje
nieparzysta, catka funkcji nieparzystej na przedziale symetrycznym wynosi zero.
Obliczamy zatem wspotczynniki B,,:

B, = ! /7r f(z)sin (nx)dx

™ J—7
2 ™
= —/ f(z)sin (nx)dx
7 Jo
92 /2 ™
- </0 (;T - x) sin (nx)dx + /TF/2 0 - sin (nx)da:)
2w (/2 2 (T2
=_5 ) s (nx)dx — ;/0 zsin (nx)dx
Kolejne calki to:
/sin (nx)dx = _cos (nz) +C
n

zcos(nx) (—1)

/xsin (nx)dx = — - /cos (nx)dx

n n
1

_ _reosind) (nz) + — sin (nx) + C
n n




Podstawiajac zatem:

cos (nz)|"~""? 2 sin (nx) w=n/2

5o T2 wcos(nx)
T

2
n x=0 T n =0 =0

o () ) Zaln () 0 2 (o ()

1 (mr) 1 2 . (mr) 1 (mr
=——COS| (5 |+ — —5sm| 5|+ —cos
n 2 n  wn? 2 n

nm — 2sin (%)

n2

Otrzymujemy zatem szereg:

> nr — 2sin (%)

flw) ~ Z:l

5 - sin (nx)
n

Na ponizszej grafice znajduje sie przyblizenie f z zastosowaniem wyliczonego powy-
zej szeregu.

Rysunek 4: Na szaro - funkcja, na czerwono - pierwsze 2 wyrazy szeregu,
na cyjanowo-seledynowo - pierwsze 6 wyrazdéw szeregu, na
granatowo - pierwsze 8 wyrazow szeregu, na fioletowo - pierwsze 10 wyrazow szeregu.

3. (a) Zadanie mozna rozwiazac przez bezposredni rachunek najpierw splotu, nastep-
nie za$ transformacji Fouriera, lub z wykorzystaniem twierdzenia o splocie.
Obie metody zostaly pokazane w grupie pierwszej, stad tutaj postuze sie jedy-



nie drugg metoda, aby pokazaé¢ poprawny wynik.

]' o —wx
FUw) = [ fw)e e

1 o .
_ —|z| —iwz
= e e dz

V2T J—c0

1 0 . 1 o

= eve W’dm—i——/ e ey
0

V27 oo Vor

0 .
. e:r(lfzw)dx +

1 00
— e
V21 J—c0 V2T /0

7m(l+’iw)dx

1 ew(l—iw) z=0 1 e—x(1+iw) L0
CVor 1—iw e CV2r 14w -
1 1-0 1 0—1
V2 1—iw V21 14w
1 T+iw— (1) (1 —iw)

V2 1+ w?
1 2
CV2r 14 w?
Flo)w) = = [ gle)e "
W) = — x)e x
g 2w foog
1 0 fiwxd
= — e x
V2T /—1
1 —iwz [¥=0
B \/271'. —w |,
7 .
_ (1 = e
w27 ( )
A zatem, korzystajac z twierdzenia o splocie:
F(fxg)(w) =F(f)w) Flg)(w)
1 2 i :
— : . (1 = v
V2r 14+ w? wy2rm < )
i(1—e)
— rw(l + w?)
i(1—e™)
F = - 7
(Fro)) =2

(b) Transformacje pochodnej liczymy bezposrednio z definicji, korzystajac z faktu



zedlag € D: lim, 1o ¢(x) =0:

F)w) = o= [ e s

T—00
1

ﬁéﬁ(w)e*iw o — \/12—7T /_O:o ¢($)§x {efiwx} dx

=0- \/12_7r /_o:o o(z)(—iw)e” “*dx
=W - \/12_7r /_O:O qb(x)e_iw”dm

= iwF(¢)(w)

otrzymujemy wynik znany juz z wyktadu:

F(¢) (w) = iwF(¢)(w)

Powyzszy wzor wykorzystamy w dalszej czesci zadania. Przypomnijmy rowniez,
ze dla funkcji ¢ € D zachodzi:

—00 1

Va1 g
i '\/%/_ooe
SNE ST

?

—
/

' (x)dx

ix-1

a poniewaz FoF ! =id = FloF, gg = F (¢), powyzsze rOwnanie upraszcza
sie:

lub, wykorzystujac wiedze z ¢wiczen o pochodnej delty Diracka:

0, () = —0a(¢') = —¢'(a)

otrzymamy wyrazenie:

f¢ = ’é\/ 271'5/1




4. Rozwiazania dla f, g sa jak w grupie 1. Dla j korzystamy réwniez ze wspomnianych
tam liniowo$ci, oraz zauwazamy:

Jj(z) = O_5(x) + 20 _5(x) + cos ()B4 ()

dla tatwiejszych oznaczen wprowadzmy funkcje identycznosciowa id(z) = =, wow-
czas:

y /
fTj - (T9,5 + ﬂd- O_o + Tcos- ®4W>
= T(i)75 + i/d~ O_o + TCIOS~ O4r
=0_5—20_9+Te_, +cos(4m)0sr — Tyin. 0,,

Korzystajac zas z tego, ze cos (47) = 1 otrzymujemy:

T]{ = 5_5 — 25_2 + T@,g + 547r - Tsin~ O4r




Kolokwium 2, grupa 3

27/01/2026

Zadania:

1. Rozwiaz ponizsze rownanie rézniczkowe:
t
ta"(t) + ' (t) + xi) =0

Podpowiedz: zastosuj podstawienie t = s?

2. Niech fy: (0,00) — R:

INIETSIE

r—% x>
f+(l‘):{0 2 T <

Zmnajdz parzyste rozszerzenie tej funkcji na caty zbiér f : R — R, a nastepnie oblicz
rozwiniecie [ w szereg Fouriera na przedziale [—m, 7]
3. Rozwiaz jeden z ponizszych punktoéw (a) lub (b):
(a) Niech zadane beda funkcje:
flay=eF, glz)=0(1-2)0(z + 1)

policz:

F(f*g)

(b) Dlac € R, policz F~* ((E(x) sin (ax)) a nastepnie policz transformacje Fouriera
dystrybucji regularnej zadanej przez ¢(z) = xsin (x)

4. Dla funkcji lokalnie catkowalnych f,g,j, h € C' (R;R) oraz a € R policz pochodne
dystrybucji regularnych zadawanych przez nie:

f(z) =06,4(x) :=O(x — a), acR

0, r < —H
o)1 x € [-h,—2)
1@ =314 z € [~2,47)

l+z+exp(x), z>4n



Przykladowe rozwiagzania grupy 3

1. Niech t = 52, z(s?) = y(s), wowczas:

V() = y(s) = La(s?) = /() - 25 = /(1) = (s?) = L1
/') = oy =

2s
(281’/(52)> — 2xl(82) 495925 - .T}//(SZ) _ y/(S)
—_— tl‘”(t) _ iy//(s) 1

Atz (t
. + 4tz" (t)

co, po podstawieniu do oryginalnego rownania rézniczkowego, daje:
0=tx"(t) +x

() + 2(t)
1 1

4
Ll 1 y'(s) | y(s)
— 4y (8) 48y (S) + 23 + 4
obustronnie - 45>

0= s%y"(s) — sy/(s) + 2sy/(s) + s’y(s)
2.1

= s"y"(s) + s/ () + (s* = 0%)y(s)
rozwiazanie na y(s):

W czym rozpoznajemy rownanie Bessela z parametrem v = 0, zatem otrzymujemy

y(s) = c1do(s) + c2Yo(s)
zatem, wracajac do z(t) = y(v/1) otrzymujemy ostatecznie:

2(t) = et Jo(V1) + Yo (V1)
2.

Parzysta funkcja charakteryzuje sie tym, ze f(—x)
ze oczekiwanym rozszerzeniem bedzie:

f(x), zatem mozna zauwazyc,

0,

2] < §
fla)=q 3 -7 <3
T ™
Tr — 95 T > 9
zadany jest jako:

Na grafice [p| znajduje sie rysunek obu funkcji. Szereg Fouriera na odcinku [—, 7]

A o
f(z) ~ 70 + Y (A, cos (nz) 4+ By sin (nz))
n=1
ze wspotezynnikami:

1
A, =

- /: f(x) cos (nx)dx
B, = 71T/_7; f(z)sin (nx)dx

Zauwazamy, ze nasza funkcja jest parzysta, zatem wspotczynniki B,, beda wszystkie

rowne zero - sinus jest funkcja nieparzysta, funkcja parzysta razy nieparzysta daje
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Rysunek 5: Na zotto (przerywane) - funkcja oryginalna f,, na czerwono - jej parzyste
rozszerzenie

nieparzysta, catka funkcji nieparzystej na przedziale symetrycznym wynosi zero.
Obliczamy zatem wspoétczynniki A,,:

A, = 71r/_7; f(x) cos (nx)dx

2 ™
= —/ f(z) cos (nx)dx
7 Jo
2 w/2 T
= (/0 0 - cos (nx)dx + /7r/2 (:c — ;T) - cos (m:)da:)
2 [m 2 [
=— x cos (nz)dx — = cos (nx)dx
T Jr/2 T Jnw/2

Kolejne calki to, przy zalozeniu ze n # 0:

/ﬁ cos (nz)dr = sin (nz) +C

n

i 1
/xcos (nz)dr = zsin(nz) 1 /sin (nz)dz
n n
i 1
_ M+7m(m)+o
n n



Podstawiajac zatem:

sin (nz)

A, =....=

2 xsin(nz) [
T

x=m/2

:;<m<m>—zsm<“;>>+2<cos - (5))

Poniewaz w powyzszych obliczeniach musieliémy wykluczy¢ n = 0, zatem przepro-
wadzamy obliczenia osobno:

Ay = —/ ) cos (0x)dx

= — d
[ fwyda
2 T
:—/ f(z)dz
/2 ™
:—/ de+2/ (m—ﬂ>d:p
/2 2
_21(x_W)2”
) 2

- (5)

T
T
4

z=7/2

Otrzymujemy zatem szereg:

f(z) ~ g + = 251 ((—1)" — cos (?)) - cos (nx)

"2
7Tn1n

Na ponizszej grafice znajduje sie przyblizenie f z zastosowaniem wyliczonego powy-
zej szeregu.

3. (a) Zadanie mozna rozwiaza¢ przez bezposredni rachunek najpierw splotu, nastep-
nie za$ transformacji Fouriera, lub z wykorzystaniem twierdzenia o splocie.
Obie metody zostaly pokazane w grupie pierwszej, stad tutaj postuze sie jedy-
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Rysunek 6: Na szaro - funkcja, na czerwono - pierwsze 3 wyrazy szeregu,
na cyjanowo-seledynowo - pierwsze 7 wyrazéw szeregu, na
granatowo - pierwsze 9 wyrazoéw szeregu, na fioletowo - pierwsze 11 wyrazoéw szeregu.

nie druga metoda, aby pokazaé¢ poprawny wynik.

) = = [ e s
1 > —|z| ,—iwzx
= \/g/ooe el e=twe gy

1 o]
— (&
\/27r/0

1 [e'e)
v
21 Jo

1 ex(l—iw) 1 e—a:(l—l—iw)
Vor 1—iw| . V21 l+iw

1 1-0 1 0—1
V2r 1—iw  V2r 14w

1 1+iw—(—1)(1—iu))
1+ w?

1 0
= —F e
\/27'(' /—oo

_ z(1—iw)

1 /0 e 7x(1+iw)dx
V21 J—o0
=0

T—00

=0




A zatem, korzystajac z twierdzenia o splocie:

F(f+9) (W) =F(f)w) - Flg)lw)
1 2 2sin (w)
mv. Ak wwr R -
2sin (w)
mw(l + w?)

i(1—e™)

]:(f*g)(w):m

(b) Transformacje odwrotna liczymy bezposrednio z definicji, korzystajac rowniez

z przedstawienia sinusa poprzez eksponenty: sin (z) = - (eie™™").

F! (gg(x) sin (Ux)) w) \/%/ )sin (ox)e™*dx

—iox
— €

— ﬁ/mg(x)m%

ezww d:E

1 0o . . 1 00 ) .
— T 10T lU.).’.de o / T —Zgiﬂelwl'dx
2i\/27r/ o 21/ 21 o

zx a—i—w)d zx —a—i—w)d

X

22\/%/ z\/ﬁ/
= #_ (6) (w+0) - #_ (¢) (w—0)

a poniewaz FoF 1 =id = FloF, gg = F (¢), powyzsze rownanie upraszcza
sie:

£ (Bsin (o)) (0) = g1 000 + ) - - 0))

21

Powyzszy wzor wykorzystamy w dalszej czedci zadania. Przypomnijmy réwniez,
ze dla funkcji ¢ € D zachodzi:

—

(W) = iwp(w)



co pozwala nam obliczy¢:

Il
<
=

&
8
©
—~
=

IS

8

vor 1 e
i \/%/_oo
= \/,2_”?—1 (sin-') (0)

= (v - w0-)

sin ()¢ (x)e™ Oda

lub, wykorzystujac wiedze z ¢wiczen o pochodnej delty Diracka:

0, (¢) = —0a(¢) = —¢'(a)

otrzymamy wyrazenie:

i

Ty="" (0 -0

4. Rozwiazania dla f, g sa jak w grupie 1. Dla j korzystamy réwniez ze wspomnianych
tam liniowo$ci, oraz zauwazamy:

Jj(z) = O_5(x) + 20 _5(x) + cos ()B4 ()

dla tatwiejszych oznaczen wprowadzmy funkcje identycznosciowa id(z) = =, wow-
czas:

/
T; = (Te,s + Tia. 0 5 + Tcos- @M)
= Té_5 + 711/d O_o + Tclos- O4r
= 5,5 — 25,2 -+ T@_2 -+ cos (47T)(547r — Tsin- Our

Korzystajac zas z tego, ze cos (47) = 1 otrzymujemy:

T =0_5—20_3+To_, + 0sx — Tiin. 04,




Lista wzorow

Rownanie Bessela

2%y (@) + ay/ (@) + (2% — v)y(z) =0

00 (—1)" £ 2nt e (Je(t) cos (m€) — T ¢(t))
Tolt) = ;::0 n! I'(1+v+n) (2) ’ ht) = %l—r)r’l’ ) a% (sin (7))

Szeregi Fouriera

Szereg Fouriera dla funkeji f na odcinku [a, b]:

f(z) ~ /;0 + ij:l (Ancos <nw(2§:2_a)> + B, sin <n7r(2§:2—a)>>

42 /abﬂ“’) . <n7r(2x—b—a)>dx

T b—a b—a
2 b . [(nm(2x —b—a)
B, = b—CL/a f(:c)sm( — )dm

Transformacja Fouriera
) = )= o= [ pa)e e
. 1 o .
f@) =77 (f) @)= 7= | fw)etrds

F(f(2) cos (02)) (@) = = (Flw +0) + flw - 0))
F(f(z)sin (02))(w) = o (Flw+0) = flw—0))

F(f)w) = iwF(f)(w)

(F+ @) == [ fgta = )iy



Miejsce na rysunki/szkice



Brudnopis



