Poprawa kolokwium 1, grupa 1

15/12/2025

1. Rozwiaz ponizsze zagadnienia rézniczkowe:
& (2 pkt) Rozwiaz ponizsze rownanie:

ta'(t) + 2z(t) —t* =0

& (3 pkt) Rozwiaz zagadnienie Cauchy’ego poprzez podstawwienie odpowied-
niego ansatzu:

2"(t) — 202/ (t) + 100z(t) = 0, z(0)=0, 2'(1)=1
2. Podaj rozwigzanie ogélne uktadu:

{ 7'(t) = y(t)
y'(t) = x(t)

3. Rozwiaz ponizsze réwnanie roézniczkowe korzystajac z podstawienia szeregu.
2" (t) — 2tx' (t) + 8x(t) = 0, 2(0)=0

Zmnajdz rozwiazanie, ktore jest wielomianem, zapisz je jawnie.



Przykladowe rozwiagzania grupy 1

1.

@ Rozwiazujemy najpierw réwnanie jednorodne:
/
tr' = —2x

ktore, po rozdzieleniu zmiennych przeksztatcimy do postaci:

Nastepnie, catkujac obustronnie:

In (z(t)) =

—2/ — ot )+é:1n(t02>

a dzieki jednoznacznosci logarytmu jako funkcji roznowartosciowe:

x(t) = Q

t2

Aby rozwiaza¢ rownanie niejednorodne, podstawiamy rozwiazanie x(t) =
otrzymujac:

0=t¢t- <C<t>>/+20<t> —t3
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@ Podstawiamy ansatz x(t) o €', otrzymujac wielomian charakterystyczny:

—(—20) £ /202 —4-100 _ 20 + /400 — 400

2
—20r+100 =0 = = =
r r+ T4 7 5

zatem otrzymujemy jedno rozwiazanie:

z1(t) = '

=10

Drugiego, niezaleznego liniowo rozwiazania poszukamy korzystajac z Wronskia-

nu. Z wzoru Abela:

W(t) = cexp( /dt) = cexp (20¢)



zas drugie rozwigzanie:

nalt) = ma(t) [ ;/Y((téldt

_ 1ot €
¢ /(emt)zdt
_ elOt/GZOtefZOtdt

= elOt/dt

— telOt + 661015

Otrzymujemy zatem rozwigzanie ogolne:
x(t) = cre' + cyte!™
Podstawiajac warunki:

O:l'(O)ICl—i‘CQ'O:Cl

1=2'(1)

. 62:;5 (telot)

t=1

= 9 (elOt + lOtelOt)

t=1
=y (610 + 10610)
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A zatem pelne rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego:

—> Co =

1
:L’(t) _ ﬁtelOt*lO

2. We wzorze z wyktadu identyfikujemy:

Mozemy zauwazyc¢, ze:

Zatem:

201
- Z Cn+ 1) =
= smh (t)A + cosh (t)]I

cosh (¢) sinh (¢)
sinh (t) cosh ()




przy czym rozpoznaliSmy w tym wyprowadzeniu szeregi Maclaurina dla funkcji hi-
perbolicznych, co uproscito nam obliczenia. Jesli jednak nie pamietamy tych szere-
gow 1 nie zauwazymy powtarzalnosci poteg A, wystarczy zastosowaé¢ metode z dia-
gonalizacja. Przypominam ja w rozwigzaniu w drugiej grupie (ktora tez mozna roz-
wigzaé zauwazajac powyzsze).

Majac powyzszy wzor, otrzymujemy rozwiazanie:

] et e

. Poniewaz funkcje stojace przed pochodng i funkcja sa analityczne, zatem podsta-
wiamy:

oo
= Z ant"
n=0

otrzymujac:

O—Zan n—lt"2 QtZan t"l—i—SZant”
n=2
—Zan+2n+2 )(n+ 1)t Z2annt”+82ant"
n=0

= 2as + 8ag + +6ast — 2a;t + S8ait + Z t" (apso(n +2)(n+ 1) — 2na, + 8a,)

n=2
= a9 = —4ay
= a3 =—a; =0 2z warunku 2/(0) =0
= Qpyo = 2a, n—d

(n+2)(n+ 1

Zatem otrzymujemy wyrazy:

ap
ap =0
as = —4ay
as =0
a4 = Q42 = QGQi = —8a0_—2 = éao
(2+2)(2+1) 12 3
as =0
4—4

= :2 B ——
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i wielomian bedacy rozwiazaniem:




Poprawa kolokwium 1, grupa 2

15/12/2025

1. Rozwiaz ponizsze zagadnienia rézniczkowe:
& (2 pkt) Rozwiaz ponizsze rownanie:

tr'(t) + z(t) —e' =0

& (3 pkt) Rozwiaz zagadnienie Cauchy’ego poprzez podstawwienie odpowied-
niego ansatzu:

22" (t) — 5ta’ (t) + 9z (t) = 0, r(1)=1, 2/(1)=0

2. Podaj rozwigzanie ogélne uktadu:

3. Rozwiaz ponizsze réwnanie roézniczkowe korzystajac z podstawienia szeregu.
2" (t) — 2t2'(t) + 10x(t) = 0, z(0) =0

Zmnajdz rozwiazanie, ktore jest wielomianem, zapisz je jawnie.



Przykladowe rozwigzania grupy 2
1. @ Rozwiazujemy najpierw réwnanie jednorodne:
tz'(t) +z(t) =0

Poprzez rozdzielenie zmiennych otrzymamy:

a zatem catkujac obustronnie:

In (2(t)) :/i/((f;dt: —/Cf — @) +C=I (f)

a zatem z jednoznacznosci logarytmu jako funkcji roznowartosciowej:

¢
t

(1) =

Aby rozwiazaé¢ rownanie niejednorodne, stosujemy zamiane C' — C(t) i pod-
stawiamy do oryginalnego réwnania rézniczkowego:

0=ta'(t) +z(t) — €

:t<c<t>>’+ cw

t t
e ) el
= —1 2 + : —e
=C'(t)— ¢

= C'(t)=¢" = C@t)=¢"+c

A zatem otrzymujemy rozwiazanie ogolne:

_C@t) e+c
t t

@  Rzeczone rownanie rézniczkowe rozwiazemy poprzed podstawienie ansatzu
z(t) o< ™. Otrzymujemy wowczas rownanie:

0=tm(m— D" =5tmt™  + %™ = m>—m—5m+9=(m—-3)?2>=0
A zatem otrzymujemy jedno rozwiazanie:
xi(t) =13

Drugie rozwigzanie, liniowo niezalezne, otrzymamy z wykorzystaniem wron-
skianu. Z wzoru Abela otrzymujemy:

W(t) = cexp (— / ;?dt) = cexp (5/?) =cexp (5In(t)) = &t°



Za$ drugie rozwiazanie:
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t

=t’In(t) + t°c
Otrzymujemy zatem rozwiazanie ogolne:
z(t) = c1t® + o’ In (t)
Podstawiajac zadane warunki:
l=z()=c+cn(l)=q¢
oraz, z warunku na pochodna:

0=2'(1)

:iw+@%w»

t=1

1
= <3t2 + 3cot? In (t) + cot? - t)

t=1
:3+0+CQ
= g =-3

A zatem pelne rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego:

x(t) =3 = 3t3In (¢)

2. 7 oznaczeniami z wyktadu rozpoznajemy:
0 -1

A zatem, wykorzystujac diagonalizacje, potrzebujemy znalezé wektory i wartosci
wlasne tej macierzy.

-2 -1

det[ 1

]:)\2—1 — A==%£1

Zatem:

R P R H R Y



o | 1 -1 T | (x —y.) 1 o 1
0l | -1 1 yo | VT b I
Stad diagonalizacja:
U R S -
11 0 —1]]-11
Macierz odwrotna dla macierzy 2 X 2 moze by¢ otrzymana:

a b7 1 [ d —b
c d Cad—bc| —c a

Stad:

IR N R TN IEN
S 2
a7

el+et —eltet
| el tet el e

| cosh(t) —sinh(?)

| —sinh(¢) cosh (¢)

Tak wiec, rozwiazanie og6lne ma postac:

1 cosh (t) — o sinh ()

l §§§§] - l——clshﬂl(t)4—cgcosh(t)]

. Poniewaz funkcje stojace przed pochodng i funkcja sa analityczne, zatem podsta-
wiamy:

= Z ant"
n=0
otrzymujac:
0= Z apn(n — 1)t" 2 — 2t Z a,nt" 1 4+ 10 Z ant"
n=2 n=1 n=0
— Z Apia(n+2)(n+ 1)t Z 2a,nt"™ + 10 Z a,t"
n=0 n=1 n=0

= 2as9 + 10ay + +6ast — 2a,t + 10a,t + Z t" (apso(n +2)(n+ 1) — 2na, + 10a,)

n=2
— ay = —bag =0 2z warunku z(0) =0
4
— a3 = —gal

n—>5

= Ao = 20,
+2 (n+2)(n+1,




Zatem otrzymujemy wyrazy:

ag =0
ai
ay =0
4

az = A142 = —gch
ay, =0

-5 8§ =2 4
a5 = a3+2 = 2a3—<3 123+ 1) = 50157 = BCM
ag =0

5—5
Cl7:a5+2:2a5‘m:

i wielomian bedacy rozwiazaniem:
43 455
z(t) = ay <t—3t +15t>




