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Ro6wnanie przewodnictwa cieplnego

Podsumowujac ubiegte ¢wiczenia, chciatem szczegdlna uwage zwroci¢ na réwnanie prze-

wodnictwa cieplnego. Podobne rozumowania pojawiaja sie dosé czesto w fizyce, stad wy-

daje mi si¢ na miejscu uporzadkowanie i ponowne przedstawienie rozwigzania z ¢wiczen.
Roéwnanie rozniczkowe w postaci;
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gdzie Lap to operator Laplace’a, zas k to dodatnia stata, nazywane jest rownaniem prze-
wodnictwa cieplnego, lub rownaniem dyfuzji. Nazwy te sugeruja fizyczne zastosowania:
wowcezas funkcje u interpretuje sie jako odpowiednio temperature lub gesto$¢ materii.
Istotnie skupiajac sie na tej drugiej interpretacji mozna zauwazy¢, ze dla ustalonej obje-

togci V C R3:
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gdzie w ostatnim przejéciu wykorzystaliSmy twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego. Co to
rownanie w praktyce oznacza? Po lewej stronie réwnania mamy zmiane materii zawartej
w okreslonej objetosci. Jak sie domyslamy, materia taka nie moze zosta¢ spontanicznie
stworzona/zniszczona - 1 doktadnie o tym moéwi nam prawa strona rownania. Calka po-
wierzchniowa z gradientu gestosci jest bowiem niczym innym jak strumieniem materii
przez te powierzchnie. Zatem zmiana iloSci materii w objetosci jest powodowana przepty-
wem.

Przechodzac do bardziej matematycznych zagadnien i skupiajac si¢ na tresci zadania,
oprocz samego réownania, ograniczonego do jednego wymiaru, dostaliSmy rowniez pewne
warunki, ktére musza zosta¢ spetnione:

L>0 u(t,0) =u(t,L) =0 u(0,2) = f(x)
Mozemy myéleé¢ o tych warunkach jako:
& [ jest dlugosciag metalowego preta
& g jest temperaturg w kazdym jego punkcie w danej chwili

& u(t,0) = u(t, L) = 0 oznacza, Ze interesuje nas wylacznie temperatura preta, a np.
jego boki sa umocowane w chtodnicy

& 4(0,r) = f(x) jest poczatkowym rozktadem temperatur, np.: nagrzaliémy jeden
fragment i chcemy zobaczy¢, jak temperatura roztozy sie po pewnym czasie.



Przechodzac teraz do rozwigzania, zal6zmy ze mozna je zapisac z rozdzieleniem zmien-
nych, tzn.:
u(t,z) =T(t) - X(x)

Woéwezas, stosujac skrocong notacje T = T(t), T = AT, X = X(z), X' = LX, otrzy-
mamy: .
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Prawa strona jest funkcja zalezna wytacznie od czasu, lewa - wytacznie od potozenia.
Zatem aby takie funkcje byly sobie tozsamosciowo réwne, musza by¢ one po prostu sta-
te, a warto$¢ te nazwijmy A € R. Otrzymujemy stad zatem dwa réwnania rézniczkowe
(w ktorych funkcje sa uwarunkowane parametrem, stad indeks):

T)\ =\, = T/\(t) X e)‘t
A

X;\/ — %X)\

Zauwazmy teraz, ze warunki brzegowe wprowadzaja pewne ograniczenia na A. Skoro bo-
wiem T\(t) < e # 0 (poniewaz A € R), zatem musi zachodzi¢:

X5(0) =X\(L)=0

Rozwazmy teraz rozwiazania rownania XV = %X A W zaleznosci od parametru \. Zauwaz-
my, ze stale w rozwiazaniach nalezy traktowac¢ jako zalezne od parametru.

® \>0 = X,(r)=Ci(Nexp (\/%x) + Cy(\) exp (—\/%x), a zatem:

0= Ci(A) + Co(N)
0=Cy(N)exp <\/%L) + Cs(\) exp (—@L)
= Cy(\) = —-C1(N)
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przy czym pierwsza mozliwo$é jest spelniona wytacznie, gdy L = 0 (poniewaz
eksponenta rzeczywista jest funkcja réznowartosciowa na calej swojej dziedzinie,
w szczegblnosci nie jest parzysta), zas jest to sprzeczne z zatozeniem L > 0. Druga
opcja daje z kolei rozwiazanie trywialne, ktérego nie mozna dopasowaé do warunku
u(0,x) = f(x). Stad wnioskujemy, ze A nie moze by¢ parametrem dodatnim.

e \=0 = X!{=0 = X,\(z) =Nz + c()). Podobnie, X,(0) =0 =
c2(A=0)=0, X(L)=c1(A\)L=0 = 1 (A=0)=0.

@ Pozostaje nam zatem ujemny parametr \. Dla prostoty dalszego zapisu przyjmijmy
= —w?, w > 0, poszukujemy warunku na w. Woéwczas

>

Xx(z) = C1(N) cos (wx) + C2(A) sin (wz)

7' pierwszego warunku:

0=X\(0) =Ci(N)



Drugi warunek:
0= X,(L) = Cy(\)sin (wL)

nie daje nam warunku na Cy(\), zas na w, wiemy bowiem ze

sin (nm) = 0, n ez
stad:
A nm n?m?
nt=wl = ? w 7 = A 7

Teraz znowu, mozemy ograniczy¢ troche parametr n: po pierwsze, interesuje nas
wyjsciowo A, ktora jest parzysta w n, zatem mozemy ograniczy¢ sie wytacznie do nie-
ujemnych n € Ny. Drugi aspekt, dlan =0 = X, (x) = 0, rowniez daje trywialne
rozwiazanie, ktore mozemy pominaé. Stad n € N. Pracowanie na liczbach natural-
nych jest tatwiejsze, wiec zmierimy notacje:

T)x(n) — T,
X)\(n) = Xn
Cy (A(n)) — C,

Fizyczne spostrzezenie: Cho¢ rozwazaliSmy czysto matematyczne powody, dla
ktorych A musi przybiera¢ ujemne wartosci, w pewnych warunkach mozna nadac te-
mu sens fizyczny. Skupmy sie znowu na rozwazeniu temperatury. Nawet jesli uktad
zostal nagrzany nieréwno, wiemy ze bedzie on dazyt do stanu rownowagi termodyna-
micznej, 1 uznajmy ze przyjmujemy takie jednostki, aby stan rownowagi odpowiadat
u = 0. W tym kontekscie, réwnanie czasowe, ktore otrzymalismy:

=\
T

od razu sugeruje, ze A < 0. Pochodna musi mie¢ bowiem przeciwny znak do sa-
mej funkeji - jesli temperatura jest za duza, otoczenie bedzie przejmowalo energie
i temperatura maleje, czyli pochodna jest ujemna. Analogicznie w drugg strone.

Poniewaz nasze oryginalne rownanie rézniczkowe jest liniowe, mozemy wziaé dowolna
liniowa kombinacje rozwigzan i otrzymac:

u(t,z) =Y CT,(t) X, () = ilC’n exp (_n[;r k:t) sin (Tx)

neN

z odpowiednimi staltymi C,,, ktére pozwolg nam dopasowaé "temperature" do warunkow
poczatkowych:

flz) =u(0,2) = nf:l C,, sin <n;x>

ktore ewidentnie sugeruje powiazanie z szeregami Fouriera. Jesli zatem funkcja f jest wy-
starczajaco "dobra", tak aby powyzszy szereg zbiegal do niej (prawie WSZdeieEI), wowczas
korzystajac z dotychczas wyznaczonych na wyktadzie i éwiczeniach wzorow otrzymamy:

C, = i/oL f(z)sin <ngx>dx

co konczy wyprowadzanie wzoru z zadania.

1To jest matematyczne okreslenie mowiace, ze pewne zbiory nas nie interesuja. W "codziennym" uzy-
ciu, gdy nie jest zaznaczone inaczej lub gdy nie rozmawiacie z profesjonalnymi matematykami, prawie
wszedzie oznacza prawie wszedzie wedlug miary Lebesgue’a. Po prostu - nie interesuja nas teraz poje-
dyncze punkty, zbiory przeliczalne itd.



