Kolokwium 1, grupa 1

25/11/2025

1. Réwnanie 1
(1 =) 2"(t) — 2t (t) + n(n + 1)a(t) = ,

to niejednorodne rownanie Legendre’a. Dla n = 1 rozwigzaniem réwnania jedno-
rodnego (wielomianem Legendre’a P;) jest funkcja identycznosciowa - sprawdz to,
a nastepnie znajdz drugie rozwigzanie (()1). Rozwiaz to rownanie niejednorodne.

2. Rozwiaz jeden z ponizszych podpunktow (a) lub (b)

(a) Udowodnij nastepujace twierdzenia:

@ Dla kazdej funkcji f € C* (R;R), ponizsze rownanie rézniczkowe mozna
przeksztalcié do rownania o rozdzielonych zmiennych:

v -1 (")

@ Niech zadane bedzie réwnanie o rozdzielonych zmiennych:

'(t) = a(t)b(x(t))
, gdzie a : A — R, b: B — R to funkcje ciaglte na pewnych odcinkach.
Ponadto, niech b(x) # 0 dla x € B. Udowodnij, ze zabieg "rozbicia" po-
chodnej na rézniczki ma uzasadnienie w formalnym rozwiazywaniu takich
rownan.
(b) Rozwiaz nastepujace zagadnienia Cauchy’ego:
&« ct/(t) —te ™ =0, 2(0) = —1
- (@) +y()cos () =0, y () =1

3. Rozwiaz jeden z ponizszych podpunktow (a) lub (b)

(a) Rozwiaz nastepujace rownanie rozniczkowe metoda szeregow:

d*x dx
2 _ — =
(1) 25 + 8t + 102 =5

(b) Udowodnij wzor Abela.

4. Znajdz rozwigzanie ogolne nastepujacego uktadu rownan:

¥ =2xr—y
Yy = bxr — 2y



Przykladowe rozwiagzania grupy 1
1. Kolejne pochodne funkcji identycznosciowej to:
Pt)=t = P|(t)=1 = P/(t)=0
wstawiajac je do rownania jednorodnego:

(1=#) PI(t) = 2tP{(t) + 1 (1 + 1) Po(t) = (1 —¢*) - 0= 2t - 1 42
=0—2t+2t
=0
co potwierdza, ze jest to rozwigzanie rownania jednorodnego. Drugie rozwiazanie
znajdziemy dzieki:

f2=f1/‘;§dt

Wyznaczamy Wronskian ze wzoru Abela:

—ot u=1-—1¢
W (t) = cexp (— 1_t2dt> du = —2tdt
( /du)

=cexp|— [ —
U

= cexp (ln (U) + 6)

. c
= cexp (ln (1 - t2)) - 1 . t?

Stata ¢ postawimy réwng jeden, poniewaz interesuje nas wylacznie zalezno$é od
parametru, zas skalowanie moze zosta¢ "wchloniete" do dalszych funkcji podczas
ostatecznego rozwiazania. Nie musimy stawia¢ wartosci bezwzglednej w logarytmie,
poniewaz rozwazamy przedziat (—1, 1), w ktorym rozwijaliémy rozwiazanie w szereg,
a w ktorym 1 — 2 > 0. Stad, liczac dalej

(1) :t/1_1t2~1dt

1 1 1 — 242 1

t2
t/(1+ ! )dt + = =
B 2 1—¢2 2 1—t2  2(1—1¢2)  1—¢2

t 1 1
_ -2 =
_t/t dt+2/<1—t+1+t)dt

:t-(—t1)+;(ln(1+t)—ln(1—t)+c)

gdzie stata catkowania c stawiamy réwng zeru, poniewaz efektywnie i tak jest ona
mnozona przez P, zatem czlon ten zostanie wprowadzony osobno do rozwiazania.

Majac tak policzone rozwiazania dla rownnia jednorodnego, przeprowadzamy uzmien-
nianie statych:
p__hho R

C; = Coy =
! aW 2w



W zadaniu aW = 1, za$ h(t) = t~*. Obliczajac zatem:
1 t t
—a(t) = [ (—1+ S(1+6) - Il —t)) di

-1 1 1
:/Tdt+§/ln(1+t)dt—§/ln (1 —t)dt

:_1n(t)+;(tln(1+t)— 1t+tdt)—2(t1n(1—t +/1_tdt>
:—ln(t)—i—;ln(l—i-t)—;1n<1_t>_; (175_,5+1t+t)dt

= —In(t) + ;ln(l—i—t)—;lﬂ(l—t)_; Htfj;dt
:_1n(t)+;1n(1+t)—;ln(l—t)Jr; 1__2;‘“

t t )
:—ln(t)+§ln(1+t)—§ln(1—t)+§ln<1—t)+c c=0

t t 1 1
:—ln(t)+§1n(1+t)—iln(l—t)+§1n(1+t)+§ln(1—t)

1+t 1—t
:_1n(t)+;1n(1+t)+ In(1— 1)
Zas z druga "stala" pojdzie nam tatwiej, gdyz:

t
:/gdt:t—kc ‘C,:U

Czyli réwniez zostanie "wchtonieta" w czes¢ rozwiazania P;. Stad rozwiazanie ogol-
ne:

w(t) = Bt + & (ﬂn(ii)q)ﬂonu)— 1;Ltln(1+t)— 1;t1n<1—t)>

(a) @  Stosujac podstawienie:
u=z-t' = v =2t -2t = =t -t =t +u

Zatem

r=t+u=f(u) = u = f(u)t—u
Co jest rownaniem o rozdzielonych zmiennych. l
-
z'(t) )
—a(t)| =0 =
(b(l‘(t))
' (t)
/ = / t)dt =
to t
y = x(t)
/ dy =a/'(t)dt | /yl dy. (1)
to box(t z(to) = Yo v O(y)
z(t) =



W tym momencie, skoro b(z) # 0, zatem ma staly znak. Zatem calka
S bdy = B(y;) jest funkcja monotoniczna, a zatem lokalnie istnieje funk-

cja odwrotna B!, Tym samym lokalnie rozwigzaniem jest:

o(t) =y =B (/tt a(t)dt)

Przy czym juz w momencie widzimy, ze doprowadzilismy do zapisu,

ktory w fizycznym /inzynierskim rozumieniu "otrzymaliby$my" poprzez:
dx 1 dx dr dx
— =a(t)b(z(t)) = —=qa(l) = —— =
ai ~ OO = pemya =0 = b

(b) @ Rozdzielajac zmienne:

7'e’ =te! = e””:/tetdt:tet—/etdt:tet—et—f—c = x(t):1n<tet—et+c>

1 1
—1=2(0)=In(-1+¢) :ln(e_l) = —l+c=- = c= e
e e
Ostatecznie: L+
z(t) =1In (tet —e'+ 6)
e

& Uwzgledniajac, ze w otoczeniu x = 0 funkcja y jest dodatnia, rozdzielajac
zmienne dostaniemy:

Z((xx)) = —cos(z) = In(y(z)) = —sin(z) + ¢ = y(z) = exp (—sin(z) + ¢)
1—y(3;) = exp (—sin (327T> —|—C) =exp(l+c¢)=exp(0) = c=—-1

y(x) = exp (—sin () — 1)

(a) Rownanie zawiera funkcje analityczne w otoczeniu t = 0, zatem zakladamy
rozwigzanie w postaci:

[o.¢]
= Z ant”
n=0

Poprzez podstawienie do rownania, otrzymujemy:

5= (t2 — 1) Z n(n — 1)a,t"* + 8t Z na,t" ! + 10 Z ant"

n=2 n=1 n=0
=Y n(n—1a,t" = > n(n—1a,t" >+ > 8na,t"™ + Y _ 10a,t"
n=2 n=2 n=1 n=0
=> n(n—1at" = > (n+2)(n+ 1)a,at"
n=2 n=0
+ 8aqt + Z 8na,t™ + 10ag + 10a,t + Z 10a,,t"
n=2 n=2

= 10@0 + 18a1t — 2@2 — 6a3t—|—

+ Z t" (n(n — Da, — (n+ 2)(n + 1)ay42 + 8na, + 10a,)



Zatem otrzymujemy:

d
5 =10ay — 209 = a2:5a0—§

0 =18a; — 6ag = a3z = 3a,
n® +7n+ 10

O=nn—-—1)4+8n+10)a, — (n+2)(n+ 1)ayr2 — ani2 = an
o, 7(n+2)(n+5)a 7n—l—5a
T+ 2)(n+1) " 1"
(b) Niech zadane bedzie rownanie rézniczkowe:
a(t)x”(t) + b(t)x'(t) + ¢(t) =0
oraz jego rozwiazania f1, fo. Wowczas Wroriskianem nazywamy:
W=det | B 2= g foff
h
Liczac jego pochodng:
Wh=fifs+ ffd = fof =1V = Ll = 1ifs = L2ff
7 kolei podstawiajac do réwnania rozwigzania, otrzymujemy:
0=aff +0fi +chi (= f2)
0=afy +bfy+cfo i
0= —afoff —bfaf] +cfofi
+ | 0=afifi +bfifs+chif
0=a(fify — fofl) +0(fifs — f2fi) = aW' + DWW
Rozwiazujac ostatnie rownanie dostajemy:
w’ b _ b(t)
W= bW = — =~ = W(t) = - [
¢ W a (t) cexp( J a(t) )
[ |
4.
Uwaga! Wszystkie grupy mialy za zadanie rozwiazaé¢ uklad réwnan.
W kazdej grupie zamieszczam przyklad innego sposobu rozwigzywania

W tym przyktadzie postaramy sie wyeliminowaé¢ jedng funkcje, otrzymujac uktad
jednej funkcji w drugiej pochodnej, aby skorzystac¢ z wiedzy dotyczacej rownan dru-
giego rzqduﬂ Mamy uktad réwnan:

¥ =2x—y
y = bx + 2y

INalezy zauwazy¢, ze zazwyczaj praktykuje sie podejscie odwrotne: réwnania wyzszych rzedéw przed-
stawia sie jako uklady réwnan rzedéw nizszych



Z pierwszego réwnania:
y=2x—12 = y =22"—2"
Podstawiajac do drugiego rownania:
20" — 2" =y =5x — 2y =bx —2(2x — 1) = br — 4w + 22" = v + 22’

Zatem grupujac wyrazy:

Rozwiazaniem takiego rownania jest:

x(t) = ¢y sin (t) + co cos (t)
co tatwo sprawdzi¢ przez podstawienie. Jesli tego nie wiemy, korzystajac z ansatzu
z(t) = €™ otrzymujemy roéwnanie:

rP=—-1 = r=+4i

co rowniez daje oczekiwany wynik (gdyz bierzemy czesé rzeczywista i urojona). Stad
liczymy y:

y(t) = 2x(t) — 2(t)
= 2¢y sin (t) 4+ 2¢ cos () — ¢q cos (t) + cosin (1)
y(t) = c1 (2sin (t) — cos (t)) + c2 (2 cos (t) + sin (1))



Kolokwium 1, grupa 2

25/11/2025

1. Energia catkowita obwodu RLC jest suma:

& energii zawartej w kondensatorze Eo = %%2
@ energii pola magnetycznego cewki: £ = %LI 2
@& ciepla wydzielonego na oporniku: Er = [ I?Rdt

Wiedzac, ze natezenie ptynacego pradu jest zmiana tadunku w czasie I = Cfl—cf, wy-
znacz roOwnanie opisujace tadunek na kondensatorze ). Nastepnie rozwiaz to row-
nanie. Zaloz, ze energia catkowita jest stata, zas tadunek w czasie ¢ = 0 byl maksy-
malny (cala energia zgromadzona wytacznie na kondensatorze) i rowny Q(0) = 1,

Q' (0) = 0. Do obliczen uzyj C = L = R = 1. Naszkicuj rozwiazanie Q(t).

Podpowiedz: zrozniczkuj energie catkowita. Po przeksztalceniach otrzymasz I-(...) =
0, oczekiwane réwnanie znajduje si¢ w nawiasie.

2. Rozwiaz jeden z ponizszych podpunktow (a) lub (b)

(a) Udowodnij ponizsze twierdzenia:

@  Dla funkeji ciagltych (na odcinku I) p, f € C(I;R) oraz r € R\{0,1}
ponizsze rownanie zwane jest roéwnaniem Bernoulliego:

2 (0) + plt)alt) = £(0)(x(0))

Udowodnij, ze mozna je sprowadzi¢ do réwnania liniowego pierwszego rze-

du.

@ Niech zadane bedzie rownanie o rozdzielonych zmiennych:

/() = a(t)b(z(t))

, gdzie a : A — R, b: B — R to funkcje ciaglte na pewnych odcinkach.
Ponadto, niech b(x) # 0 dla € B. Udowodnij, ze zabieg "rozbicia" po-
chodnej na rézniczki ma uzasadnienie w formalnym rozwigzywaniu takich
rownan.

(b) Rozwiaz nastepujace zagadnienie Cauchy’ego:

y'(v) =exp (v +y(x)),  y(1)=2

oraz wyznacz przedzial, na ktérym ma ono zastosowanie.



3. Rozwiaz jeden z ponizszych podpunktow (a) lub (b)

(a) Rozwiaz nastepujace rownanie rozniczkowe metoda szeregow:

A2z dx
2 J— JE— — —
(t —1) dt2—|—6tdt+4x— 4

(b) Wiedzac, ze funkcja tworzaca dla wielomianoéw Legendre’a jest:

1 (o]
= P,(t)w"
V1= 2tw + w? nz::() 0

udowodnij relacje rozniczkowa:

nP,(t) =t (t) — P (t)

4. 7Zmajdz rozwiazanie uktadu rownan:

¥=2r+y
y = 3x +4y



Przykladowe rozwigzania grupy 2

1. Energia catkowita bedzie réwna:

Q2 ]2 )
Eo==-+5+ [ Pt
2 N 2 -
zatem po zrozniczkowaniu wzgledem czasu:
0=QQ +1II' +1I*

wiedzac, ze I = Q' otrzymujemy:
0=QI+1Q"+1Q' =1Q+Q"+Q)
A zatem oczekiwane roéwnanie rézniczkowe liniowe to:
0=Q+Q +¢"

Postulujemy rozwiazanie w postaci Q(t) o< exp (at) otrzymujac wielomian charak-
terystyczny:

—1+1-4 —-1+/3i

O:1 2:> —
+a+a o 5 5

stad dwa liniowo niezalezne rozwiazania to:
A 3 /2 3
Qi(t) =R (eét€l§t> — ¢ 3 cos (é_t> Qu(t) =S <e§t61§t> — o 3lgin (é_

Ogolne rozwiazanie to zatem:

Qt) = e 2 <01 cos (‘ft) + ¢y sin (‘ft))

Zas z warunkoéw brzegowych otrzymujemy:

1= Q(O) = C1

Stad ostateczne rozwiazanie:

Q(t) = e 2" (cos (?t) + \}3 sin (?t))

W celu stworzenia wykresu/szkicu, zauwazamy ze funkcja gwaltownie maleje (jak
e~'/?), a dodatkowo oscyluje. Zaczyna w jedynce i zanika - wykres taki przestawia



Rysunek 1: Wykres funkcji tadunku na kondensatorzeod czasu

10

2. (a) @ Aby rozwiazac to zadanie, stosujemy podstawienie u = x'~". Wowczas

1

u=1" = r=uTr
u'z”
(] — R N
w=(1-r)z"z ¥ =1
Wstawiajac do réwnania:
¥ +pr = fa" w=z"
! ,.T
- +pxr = fa" cx"
1—r
!/
+prtTT = f w=z'"
1=
u'(t)
O poute) = £0)

trzymujemy rownanie liniowe dla u(t). B
& Jak dla grupy 1. &

(b) Zagadnienie mozemy rozwiazac rozdzielajac zmienne:
yeV=e¢" —= —eV=¢"—¢c = y=—In(c—¢€")

stad
ln(eQ) :2:y(1):—ln(c—el) = c=¢’+e

I ostateczne rozwiazanie:
y(x) =—1In (e’z +e— ex>

Aby wyznaczy¢ przedziat, w ktorym to rozwigzanie obowigzuje x € A:



@ obowigzuje tam réwnanie rézniczkowe (np. brak osobliwosci itd.), ale to
nie wprowadza ograniczenw naszym przypadku

@ Rozwiazanie obowiazuje tylko w przedziale (np. rozdzielonym osobliwo-
$ciami), w ktorym znajduje sie warunek brzegowy, stad 1 € A

Logarytm jest okreslony dla liczb rzeczywistych tylko dla argumentow wiek-
szych od zera, stad:

D<e?24e—¢" = “"<e24e = x<ln(e‘2~|—e>

(a) Funkcje wystepujace jawnie w rownaniu rézniczkowym sa analityczne w oto-
czeniu t = 0, zatem przyjmujemy rozwiazanie w postaci:

(o]
= Z ant”
n=0

i podstawiamy do réwnania, szukajac relacji pomiedzy wspotczynnikami a,

—4 = (t2 — 1) Z n(n — 1)a,t" 2 + 6t Z na,t" t + 4 Z ant"
n=2 n=1 n=0
Z n(n — 1)a,t" — Z n(n — 1)a,t"* + Z 6na,t" + Z da,t"
= n=2 n=1 n=0
Z n(n —1)at" = > (n+2)(n+ 1agat™ + > 6na,t” + > da,t"
n=0 n=1 n=0

= —26L2 — 663t + 6CL1t + 4&0 + 4a1t+

+ Zt” n(n —1)a, + 6na, + 4a, — (n+2)(n + 1)a,2)

Co daje zestaw:
—4 = =209 +4ag = as = 2a9+ 2

)
0= —6c3+10a; = c3 = gal

—1)+6 4
O:n(n—l)an+6nan+4an—(n+2)(n+1)an+2 == Gpie = n(n )—|— n -+

(n+1)(n+2)
n*+5m+4  (n+1)(n+4) n+4
it D+ D)m+2)™ w2

Qn

Apt2 = n

(b) Roézniczkujac funkcje tworzaca

1 o0
J(tw) = s = 2 O




po ¢ otrzymamy:

0

_ L 23 . (=
&f(t,w)——2 (1 —2tw + w*) (—2w)
w
1= 2tw 4 w? St w)
0 > "
Sttt = 2> o)
> dP, "
= nz::o ﬁ(t)
=> P (t)yuw"
n=0
Co wiecej, rozniczkujac tym razem po w:
if(t )——}'(1—275 + 2)7%'(2 — 2t)
5! bW =5 w4+ w w
t—w
"1 2tw + w? f(tw)
0 0 |& "
= nP,(t)w"
n=1
= Z(n + 1) P (H)w"
n=0
Stad
Lof _ 1 of
w ot t—wow
w2
0= wo (t —w) 5
=w Y (n+1)Pi(t)w" + (w—1t) > P (t)w"
n=0 n=0
=Y (n+ )P (Ow" + > Pty w™ = > Pl ("
n=0 n=0 n=0
= > nP,(tw"+ Y P, (thw" =Y tP(t)w" — tP(t)
n=1 n=1 n=1
= > w" (nPu(t) + Py (t) — tPy(t)) — tPy(t)
n=1
Stad:

Py(t) = const
0=nP,(t)+ P,_,(t) — tP,(t)

gdzie druga réwnosé jest oczekiwana relacja Bl



4. Uktad réwnan, na ktérym pracujemy, ma postac:

2 1 x| |2
3 4 y | |y
Aby skorzystaé¢ ze wzoru, ktory podatem w notatkach z dnia 04/11/2025:
f(t) = ZC)\QMU)\
)

potrzebujemy uzyskaé¢ wartosci wtasne A oraz wektory wtasne o). Obliczamy zatem:

2\ 1
O:dal 5 4_A]:(Z—MM—A)—3
=8—6A+ N —3=5—6\+ )\
=(A=5A-1)

Zatem wartosci wlasne to A = 1 oraz A = 5. Aby policzy¢ wektory wtasne:
o] [2-x 1 ].
0]~ | 3 4-a]"

o] =% s3]

Stad ogolne rozwiazanie:

z(t) | 1 se| 1] | e+ cpe
l y(t) ] - [ -1 ] e 3] T —eaet + 3eset



Kolokwium 1, grupa 3

25/11/2025

1. Na zelazng kulke o masie m = 1 umieszczona w lepkiej cieczy dziata oscylujaca sita
(np. magnetyczna) F = cos (t)z. Gdy kulka sie porusza, dziala na nia rowniez opor
cieczy ﬁop = —v proporcjonalny do predkosci. Zakladajac, ze w momencie ¢t = 0
kulka znajduje sie w spoczynku, napisz réwnanie ruchu. Rozwiaz je, a nastepnie
naszkicuj wykres x(t)

Podpowiedz: zacznij od drugiej zasady mechaniki Newtona. Oczekiwane réwnanie
rozniczkowe jest rownaniem oscylatora harmonicznego bez "sprezyny".

2. Rozwiaz jeden z ponizszych podpunktow (a) lub (b)

(a) Udowodnij nastepujace twierdzenia:

-

Dla kazdej funkcji f € C* (R;R), ponizsze rownanie rozniczkowe mozna
przeksztalcié do rownania o rozdzielonych zmiennych:

Z'(t) = f (azx(t) + bt + ¢), a,b,c € R

Niech zadane bedzie réwnanie o rozdzielonych zmiennych:

, gdzie a : A — R, b: B — R to funkcje ciaglte na pewnych odcinkach.
Ponadto, niech b(z) # 0 dla x € B. Udowodnij, ze zabieg "rozbicia" po-
chodnej na rézniczki ma uzasadnienie w formalnym rozwiazywaniu takich
rownan.

(b) Rozwiaz nastepujace zagadnienia Cauchy’ego:

-

-

y'(t) =yt)+t, y0) =1
ta'(t) +a(t) —e' =0, z(3) = =3

3. Rozwiaz jeden z ponizszych podpunktow (a) lub (b)

(a) Wiedzac, ze funkcja tworzaca dla wielomianéw Legendre’a jest:

1 o]
= P, (t)w"
V1= 2tw + w? 7; Q

udowodnij relacje rekurencyjna:

(n+ 1) Popi(t) = (20 + 1)EP(t) — nP, 1 (1)



(b) Korzystajac z powyzszej relacij rekurencyjnej, przyjmujac Py(t) = 1, Pi(t) =1,
oblicz P, P5. Nastepnie, bezposrednim rachunkiem, pokaz ze sa one rozwiaza-

niami réwnania Legendre’a:

(1= #2) "(t) = 2ta/(t) + n(n + D (t) = 0

4. 7Zmajdz rozwiazanie nastepujacego zagadnienia Cauchy’ego:

' =3x 4+ 2
y =4y
Z=xz+32



Przykladowe rozwiagzania grupy 3
1. Zgodnie z druga zasada mechaniki Newtona:
mi_»l/@) - F:total

za$ z tresci zadania wynika, ze catkowita sily dzialajaca na kulke jest rowna sile
Wymuszajacej F isile oporow Fop, zatem:

mZ" (t) = cos (t)& — U

przy czym m = 1. Poniewaz w momencie poczatkowym kulka sie nie porusza, uktad
redukuje si¢ do jednego wymiaru - zgodnie z wersorem sity z, zatem otrzymujemy:

2"(t) = —2'(t) + cos (t) = 2"(t) + 2'(t) = cos (t)

Jest to niejednorodne liniowe réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu. Rozwiazujemy
je poprzez znalezienie rozwiazan jednorodnych oraz uzmiennianie parametrow.

@ Rozwiazujemy réwnanie jednorodne:
x// + x/ — 0

Oczywistym rozwigzaniem jest funkcja stata (wowczas pochodne sie zeruja. Z
drugiej strony mozemy réwnanie scatkowaé, otrzymujac:

1

7" =2 = (t) xe !

i stad wybieramy z(t) = e~*. Alternatywnie, bez "zgadywania" rozwiazujemy
wielomian charakterystyczny uzyskany przez podstawienie ansatzu x(t) = e,
woOwCzas:

4 =t et =0 = P +r=0 = r=0Vvr=-1
otrzymujac (oczywicie) te same rozwiazania
x1(t) =1, zo(t) = e
@ Kolejnym krokiem jest uzmiennianie statej. Korzystamy ze wzordw:

’ hl‘g o h[El

Ci = ——— Co = ——
! aW’ 2w

przy czym w naszym przypadku a(t) = 1, h(t) = cos (t), zas Wronskian:

—t
W = det [ (1) g ] — e

Zatem:

c(t) =— / Mdt = /cos (t)dt = sin (t) + ¢
co(t) = /Cos(t).ldt = —/cos (t)e'dt



2.

Ostatnig catke mozna policzy¢ na przyktad poprzez "zapetlone" catkowanie
przez czesci

co(t) = — /cos (t)e'dt = —sin (t)e" + /sin (t)e'dt
= —sin (t)e’ — cos (t)e' + /COS (t)e'dt + 2¢,
= 20y(t) = —€' (sin (¢) + cos (t)) + 26,

= (t) = —% (sin (£) 4+ cos (t)) + ¢

Stad rozwiazanie ogdlne:

x(t) = z1(t)er(t) + wa(t)ea(t) = 1sin (t) + ¢ —e - ezt (cos (t) +sin () + e "¢y

1 1
=sin (t) + ¢ — 5 c0s () — 5 sin (t) + e "¢y
1
=+ 3 (sin (t) — cos (t)) + e "¢,

Z warunku poczatkowego:

2 (t) = ; (cos (t) +sin () — e ey

OZZ’,(O):E—GQ — 52:1
2 2

Jak tatwo si¢ domysli¢, mozna natozy¢ drugi warunek poczatkowy:

x(0) = a = const

I

= 5 + 5 = C1
stad widzimy, ze jest to jedynie czynnik przesuwajacy polozenie w uktadzie
wspotrzednych - co jest logiczne, wybor uktadu zalezy od nas, stad réwnie do-
brze moglibysmy postawi¢ x(0) = 0 jak i 2(0) = 108, jednak z tym pierwszym

stanowczo jest tatwiej pracowac¢. Ostateczne rozwiazanie zatem ma postac:
1 . 1 _

z(t) = x(0) + 3 (sin (t) — cos (t)) + ¢ !
Aby naszkicowa¢ wykres przyjmijmy z(0) = 0. Zauwazamy, ze kombinacje li-
niowe sinusa i cosinusa sa zawsze funkcja sinus (po prostu "falujaca" funkcja)
tylko najwyzej przesunieta w fazie. Dla naszych danych mozemy sie spodziewac,
ze funkcja ta bedzie rosta dla matych ¢ > 0 (skoro druga pochodna zachowuje
sie jak cos () > 0 w tym przedziale lub bardziej fizycznie, skoro kulke popycha
jakas sila, to tam si¢ zacznie wychylaé¢). Czynnik eksponencjalny wprowadza
niewielka poprawe przy pierwszych "falach", a nastepnie szybko zanika. Kom-

puterowo stworzony wykres przedstawia grafika [2}

(a) @ Stosujemy podstawienie:

u=ar+bt+c = u=ar+b = v =af(u)+b

co jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych B
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Rysunek 2: Wykres funkeji potozenia zelaznej kulki od czasu dla z(0) =0

@ Jak dla grupy 1. &

t. Nastepnie, ko-

(b) @  Rozwiazujac rownanie jednorodne dostajemy y(t) = e
c(t)e', wstawiajac

rzystajac z uzmienniania parametru postulujemy y(¢) =
do réwnania otrzymujemy:

0=y'(t) —ylt) -t

=d(t)e' + c(t)e' —c(t)e’ —t

= (t)e' —t

= d(t)=te"

=c(t) = /te_tdt = —te "+ /e_tdt =—tet—e4¢
Stad rozwiazanie:

y(t)=e - (c—te " —e ) =cle—t—1
Po podstawieniu warunkéw poczatkowych:
1=y(0)=¢—-1 = ¢=2
Stad ostateczne réwnanie, rozwiazujace zagadnienie Cauchy;ego:
y(t) =2e" —t—1
@ Rozwiazujac réwnanie jednorodne dostajemy:

.CC/

x:‘i — In(z) = —In(t)+c=—In(t) +1n (@) =In (j)

Sl e

— xz(t) =



Alternatywnie, skoro przy kazdej n-tej pochodnej stoi n-ta potega rgumen-
tu, postulujemy rozwiazanie w postaci z(t) = t", r € R i rozwiazujemy:

trt" Pttt =0 = r=-1

Nastepnie, ponownie uzmienniajac stata x(t) = ¢(t)/t:

O:td<aw>+dw—&

A ¢

ae) et et)
_ 2y _

¢ p Ty e
=7(t)—¢€

c €
t)=—+ —
() =5+
7, warunku brzegowego
3—2(3) =< C g
—3=x3)==-+— c=-9—c¢
3 3

Czyli rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego jest funkcja:

et —9—¢l

x(t) = ;

3. (a) Rozniczkujac funkcje tworzaca

1 o0
t P,(t
ftw) = V1= 2tw + w? nz::() (e
po w otrzymamy:
3 1 29\ —3
%f(t,w) =5 (1 —2tw+w*)"2 - (2w — 2t)
t—w
"1 2tw + w? St w)
a o
— = — P,(t)w"
ot = A3 R0
=Y nP,(t)juw"!
n=1
=> (n+1)Pa(t)w”
n=0
stad:



a zatem, przenoszac wszystko na jedna strone:
0=(1-2tw+w’) > (n+1)Pi(w" —t > P(hw" +w Y P,(t)w"
n=0 n=0 n=0

(n+1)Py (t)w" — i 2t(n + 1) Py (H)w™ ™ + i(n + 1) Py (H)w™+?

n=0 n=0

= > P, (Hw" + > Py(t)w™ !
n=0 n=0

I
hE

S
I
o

_ io (n+ 1) Py ()" — fjl 2Py (t)u" + i (n—1)Py 1 ()"
— i tP,(t)w" + i P, 4 (t)w"

= Py(t) + 2Py(t)w — 2P ()w — tPy(t) — tPy(H)w + Py(t)w

3w (04 1) Paga (1) — 208 Pa(t) + (0 — 1) Pa_s (1) — tPa(t) + Pas (1))

stad porownujac wyrazy prz odpowiednich potegach w otrzymujemy:
w’ = 0= P(t) — tPy(t)
w' = 0=2P(t) — 2tP\(t) — tPi(t) + Py(t)
w' = 0= (n+1)P,1(t) — (2n+ 1)tP,(t) + nP,_1(t)
gdzie druga implikacja zachodzi dla n = 1, za$ trzecia jest wzorem oczekiwanym
dlan>201
(b) Przeksztalcajac wzor rekurencyjny, otrzymamy:

om + 1
ey -
n+1 n+1

Pn+1<t) - Pn—l(t)

Zatem, obliczenia oraz sprawdzenie czy spetniaja réwnanie Legendre’a:

-« P,
2-1+1 1
Py(t) =P, t)=—tP(t) — ——Pi_1(t
2() 1+1() 1+1 1() 1+111(>
= 3t t L 1
2 2
_ §t2 _ l
2 2
Py(t) =3t — 5
Pi(t) =3t
Py(t) =3
Zatem podstawiajac:
3 1
(1= ) PL(t) — 2 PY(t) + 22+ 1)Po(t) = (1 — £2) -3 — 2t - 3t + 6 - (2t2 - 2)

=3-3t2—6t2+9t> -3
=0



=3 ——t—2t
2 6 3
5., 3
=t — ¢
2 2
P3(t) = 2t* — 3¢

Zatem podstawiajac:

(1 —)Py(t) — 2tPy(t) + 3(3+ 1) Pa(t) =
15 3 5 3
= (1 —t*) 15t — 2t - <t2—> 12 (t3—t)
( )15 2 5)* 2 2
= 15t — 15¢% — 153 + 3t 4+ 30t3 — 18¢
=0

4. Po pierwsze przepraszam za blad, nie ma warunkéw brzegowych, wiec nie jest to
zagadnienie Cauchy’ego, tylko uktad rownan rézniczkowych.
Przechodzac do rozwiazania: zauwazamy, ze w ukladzie wystepuje funkcja, ktorej
pochodna nie zalezy od innych funkcji: y. Zatem mozemy rozwiazaé jej rownanie
niezaleznie, otrzymujac bezposrednio:

at

y(t) = cye

Pozostale rownania tworza uktad, opisany réwnaniem macierzowym:
| |31 x
21 |13 z

Wyznaczamy wartosci wlasne powyzszej macierzy:

O:detlng 3i)\1:(3—/\)2—1:9—6>\+>\2—1:>\2—6>\+8
+V36—18 642
N 35 8:62 o

Zas wektory wtasne z nimi zwigzane:

o) =" 13

Y
— b=—a — Uy =

o)=L - AL een ]

. 1
:b:a:m:[l]

Il
| —— |
— =
— =
—_ 1
| — |
> Q
—_ 1
Il
—
Q
+
<>
S—
| —— |
— =
—_—



Stad, korzystajac ze wzoru z wyktadu:

610 A=) AT L]

Macierz odwrotna policzymy:

a b1 d —b
c d Cad—be| —c a

(S T R U I e A I O IS O
1 -1 —2|-1 1] 2|1 -1

Zatem, mnozac macierze, dostajemy:

1 |[e® o 1 1 1
—1][ 0 et 1 -1 o
| e

1T 1T
—_ = —_ =

64t+e-2t _621:_'_641:] lq]

1

"2

1

"2

1

"2 e et e et o
1

"2

[ ( 2t+e4t)c +( €2t+€4t)02
( 62t+64t) 1_|_( 2t_|_64t)c2
2tcl 02 _|_64tc1+cg

2t cﬁ-cg _|_€4tcl+cg ]

Wybierajac inne state:

. C1 — Cy - 1+
C1 = 2 s =

zapiszemy pelne rozwiazanie zadania jako:

[E(t) = 616% + 6264t
y(t) = c et
Z(t) = —Elezt + 52€4t



