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Rozklad funkcji wymiernej na pierwiastki proste

Podczas ¢wiczen pojawity sie watpliwosci co do rozktadu funkeji wymiernej na utamki
proste. Probowalisémy roztozyé na utamki proste wyrazenie:

1
(1—12) (32 — 1)

Pytanie brzmiato, dlaczego zasugerowany przeze mnie rozktad:

(1)
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zawiera zarowno wyrazy z, jak i bez kwadratu.

Rozpatrzmy zatem ogolny przypadek. Wyr6zni¢ nalezy przypadki gdy rozwazamy
cialo domkniete algebraicznie (takim jak na przyktad liczby zespolone) albo nie. Dla przy-
pomnienia, cialo domkniete algebraicznie jest to takie cialo, w ktérym kazdy wielomian
dodatniego Stopniaﬂ ma pierwiastek. Dla liczb rzeczywistych oczywistym jest, ze wielo-
mian 22 + 1 nie ma rozwiazan - stad cialo to rozszerza sie do liczb zespolonych. Z kolei
zasadnicze twierdzenie algebry glosi, ze suma krotnosci pierwiastkow zespolonych
wielomianu (zospolonego, rzeczywistego) jest rowna stopniowi tego wielomianu, oraz ze
mozna zatem przedstawié¢ go jako iloczyn:

n k k
C: Yoax' =al] (z—1b)) > 8=

1=0 j=1 j=1
W przypadku ciata liczb rzeczywistych wielomiany drugiego stopnia moga by¢ nierozkta-
dalne, stad wprowadzane sa niezaleznie:
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Twierdzenie 0.1. Rozwazmy zatem wielomiany p,q takie zZe stopnien p < stopnia q,
1 utworzmy z nich funkcje wymierng
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Jesli ¢ mozna roztozycé do postact
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LCzyli po prostu wielomian nieréwny statej



dla odpowiednich statych Aj nalezacych do danego ciata. Jesli zas pracujemy nad liczbams
rzeczywistymai 1 w rozktadzie pojawia sie nierozktadalny trogmian kwadratowy:
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wowcezas powyzsza suma zostanie zmodyfikowana do postaci:
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Jak myéle¢ o takim rozktadzie, skad biora sie te krotne pierwiastki? Wydaje mi sie, ze
najprosciej jest pomysle¢ o liczbie parametrow, ktore potrzebujemy uzyskaé¢. Wielomian
q jest stopnia n, i tyle wtasnie parametrow potrzeba uzyskaé - po kolei

& aby uzyska¢ parametry w powyzszych réwnaniach, najtatwiej chyba przemnozyé
obie strony przez q(x)

@& rozwazmy czlon Ayy/(x—by), mnozymy go przez q(x) co da nam wielomian stopnia
n—1

@ taki wielomian jest charakteryzowany przez dokadnie n wspotczynnikow: aq, ...., a,_1
@ zatem sumarycznie, po prawej stronie uzyskujemy wielomian stopnia n — 1
@  po lewej stronie mamy caly czas wielomian p(x)

@  wielomiany te sa sobie rowne <= wspoétczynniki przy odpowiednich wyrazach
sg sobie réwne

@ uzyskujemy uktad n réwnan dla n niewiadomych

Gdybysmy pomineli zatem ktoras krotnosé podczas rozwazarn, nie bylibySmy w stanie (w
ogolnosci) rozwiazaé uktadu, otrzymujac n rownan dla n — 1 (lub mniej) statych niewia-
domych.

Uwaga, nie $wiadczy to bynajmniej o tym, ze czes¢ statych si¢ nie "wyzeruje" podczas
obliczen, jednak musimy to faktycznie policzy¢.

Rozwazmy kilka przyktadéw, zacznijmy od czego$ prostego:

p(t) _t—1

Latwo zauwazy¢, ze
t—1 1 1 0 1 -1

R A A R
czyli potrzebowaliémy dwu- i trzy-krotnodci.
Rozwazmy inny przyktad, w ktorym licznik jest staly (czyli przypomina przyklad
z ¢wiczen (1))




Jak mozna sie spodziewaé, dostaniemy pie¢ statych:

1 A+B+ C . D . E
2(x—1° z 22 -1 (z—10° (z—1)>°

co daje po przemnozeniu obustronnym przez z* (x — 1)3:
1=Az(z -1+ Bz —1)°+Ca®(x — 1) + Dz* (x — 1) + Ex”
= A( 4—3x3+3x2—x)
(:U3 32° + 37 — 1)
(x4 22° —i—x)
+D(a" =27
+ Ea?
= 1(-B)
z(—A+3B)
2*(3A—-3B+C —D+E)
+2°(-=3A+ B —2C + D)
' (A+C)
i cho¢ uktad jest duzy, od razu otrzymujemy:
e 1 — B=-1
o P —= C=-A=3
&« 3 = D=34+20-B=-9+6—(-1)= -2
o« 32 — E=3B+D-3A-C=-3-2-3(-3)-3=1
Otrzymujemy zatem rozktad:

13 1 3 2, 1
2@—-1° 22 -1 (z-17 (z-1)°

w ktorym wszystkie utamki proste zostaly wykorzystane (zadna stala sie nie "wyzero-
wala"). Oczywiscie, utamek ten jest o wiele prostrzy niz obliczany podczas zajeé, jednak

dobrze prezentuje zagadnienie.



() Legendre’a

Wréémy zatem do obliczania funkcji Legendre’a drugiego rodzaju. Przypomnijmy, ze wie-
lomian Legendre’a drugiego stopnia mial postac:

3 1
PQ(t>:§t2—§

za$ Wronskian:

—2t
1—1t2

W (t) = exp (— dt) = exp (— In (1 - t2) + C) =C

1—1t2
Przy czym zauwazamy, ze Wronskian liczymy lokalnie, dla ¢ € (—1,1) - poniewaz w takim
obszarze rozwijalisémy w szereg rownanie rézniczkowe. Na tym przedziale 1 — 2 > 0, stad
warto$¢ bezwzgledna zostata zdjeta.

Drugie rownania Legendre’a drugiego stopnia policzymy ze wzoru:

Q1) = Rt) [ 2D (4)

otrzymujac wtasnie wielce problematyczna catke.
Przyznam, ze nie znalaztem tatwiejszego sposobu na policzenie jefl, zatem ponownie,
starannie przedstawie rozkltad na utamki proste.
W (t) 1

(P(0)*  (1—¢2) (32 - %)2
41 1

:gl—ﬁ (tQ—%>2

Dla latwiejszego zapisu oznaczmy a = 1/+/3 i skupmy sie wylacznie na utamku, bez stalej
mnozacej 4/9.

1 B 1 (5)
(1—2) (12 — a2)® (1—t)(1+t)<(t—a)(t+a)>2
_ 1 ;
T At + 6t —a)?(t+a)? (6)
A B C D E r
Tl it el et (™)

1—t 14t t—a (t—a)® t+a (t+a)?

2Cho¢ jesli komus z czytajacych znana jest prostsza metoda, prosilbym o podzielenie sie nia.



stad, ponownie mnozac obie strony przez mianownik lewej strony:

1= AQ+t)(t—a)*(t+a)* + Bl —1t)(t—a)(t+a)
+CA =) (A +t)(t—a)(t+a)*+ DA —t)(1+t)(t +a)?
+E(1 -t +t)(t—a)(t+a)+F1—-t)(1+t)(t—a)
= A’ +t* — 2a*t* — 2a*t* + a*t + a?)
+ B(2a2t3 20*t —a't +a' —t° + 1)
C(a®t® + a®t* — a®t — a® — at* + at® — 7 + %)
D(—a*t? + a® — 2at® + 2at — t* + 1?)
E(a®t® — —a*t+a® 4 at* —at® —t° +17)
+ F(— 2152 + a® + 2at® — 2at — t* 4 %)
= a'A+a*B—d*C+ad’D+ d®°E + *F
t <a4A —a'B —a’C — a®E + 2aD — 2aF>
+ 2 (—2a2A —2a*B+a*C —a*D — *FE —a*F +aC —aFE + D + F)
+ 13 (—2a2A +2a2B + a*C + a*E — 2aD + 2aF + C + E)
+t'(-aC +aE+A+B—-D-F)
+t(A—B—-C—E)

Skad otrzymujemy uktad:

[ ot -t = a® ad a> ][ A] (1]
at —at —a? 2a —a? —2a B 0
—2a®> —2a®> a*+a —ad*+1 —a*—a —a’+1 cl 10
—2a®> 2d®> ad*+1 —2a a’+1 2a D| |0
1 1 —a -1 a -1 E 0
1 —1 -1 0 -1 0 F 0

Obecnie praktycznie nikt nie liczy takich rzeczy recznie, jednak ze wzgledu na charakter
dydaktyczny, my na tych zajeciach powinnismy. Oczywiscie metod rozwiazywania rownan
jest wiele, jednak jako swego rodzaju ciekawostke chcialem zaprezentowaé co§ odmienne-
go, od zwykle uczonych na naszym Uniwersytecie metod. Chodzi o metode uzyskiwania
macierzy odwrotnej Gaufa-Jordana. Metode te wyttumacze szybko, za$ po dowod odesle
Panstwa do literatury. Podczas jej wykorzystywania unikamy potrzeby liczenia wyznacz-
nikéw i wielokrotnego redukowania macierzy.

Roéwnanie powyzej ma macierzowa postac

1
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=
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Metoda bezwyznacznikowa uzyskywania macierzy odwrotnej polega na:

1. rozszerzeniu macierzy [A] o macierz jednostkowa tego samego wymiaru:

mpﬁpm



poprzez dostawienei jej po prawej stronieEl

. nastepnie, na tak otrzymanej macierzy mozemy przeprowadzaé¢ tzw. operacje ele-

mentarne:

& przestawia¢ dowolne wiersze
@ mnozy¢ dowolny wiersz przez liczbe

@ dodawa¢ dowolne wiersze do innych - a zatem w potaczeniu z poprzednim,
stosowaé ich kombinacje liniowe

. z wykorzystaniem takich operacji, doprowadzamy macierz [A| do postaci identycz-

nosciowej, wowczas macierz po drugiej stronie stanie si¢ macierzg odwrotna:

[AJL] — [147]

Zaleta takiej metody jest to, ze zgodnie z twierdzeniem Gaufa-Jordana, kazda nieoso-
bliwg macierz kwadratowa wymiaru n x n mozna doprowadzi¢ do postaci jednostkowe;j
najpozniej w "zaledwie" 2n — 1 krokach. Algorytm postepowanai jest nastepujacy

1.

7.

Ustawiamy wiersze (ktore dalej bede nazywal r;) tak, aby w pierwszym wierszu na
pierwszym miejscu byt wyraz niezerowy

. Dzielimy r; przez pierwszy wyraz Aiq

7’1|—>7

Ap
Od kazdego kolejnego wiersza r; odejmujemy nowy wiersz pierwszy przemnozony
przez pierwszy wyraz i-tego rzedu:

Az‘17’1
An

Ty =T —

eliminujac wyrazy w pierwszej kolumnie

Nastepnie doprowadzamy do jednosci wyraz drugi na diagonali ry — 15/Asy (ewen-
tualnie przemieszczajac rzedy tak, aby byl tam wyraz niezerowy)

Cata procedure powtarzamy, otrzymujac macierz gornotrojkatna z jedynkami na
diagonali

. A nastepnie idziemy "w druga strone", w wierszu r,_; eliminujemy ostatni wyraz

poprzez odjecie (odpowiednio mnozonego) ostatniego rzedu.

I powtarzamy proces tak, aby wyeliminowaé¢ gorne komoérki macierzy.

Mam nadzieje, ze ponizsze obliczenia dobrze zobrazuja caty proces. W dalszej czesci pod-
stawitlem juz w postaci jawnej a = 1/ V/3. Macierze sa pomniejszone, poniewaz inaczej nie
mieszcza sie na stronach (i tak jedna jest za duza, musicie Panistwo mi wybaczy¢).

30czywiscie mozemy dostawié ja réwniez z drugiej strony albo pracowaé na niej osobno, jednak wy-
godniej jest utrzymywac¢ pewien porzadek



Oryginalna, rozszerzona macierz ma postac:

L1 __1 1 1 1 1
9 9 3/7 3 37 3
S S R P 0
9 9 3 3
2 2 4_ A P 0
3 3 3 3
—2 2 o % wvE5 0
3 3 3 V3 3 V3
_ L _ 1 z
1 1 el 1 el 1 |o
1 -1 -1 0 -1 0 0
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o O O = O O
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Stosujemy nastepujace modyfikacje, aby przeskalowac¢ i usuna¢ nadmierne utamki:

7“1!—>6’f‘1

To > 33 r3 — 9ry rd +— 3ry r5 +— 10 e F T
1 -1 -3 3 V3 3 9 0 0 0 0 O
4 4
-2 -2 % 2 v 2 00 3 0 0 O
1 -1 -3 6/3 -3 -6vV3|0 9 0 0 0 0
-2 2 4 —2V3 4 2v3 |0 0 0 3 0 0
1 -1 —1 0 —1 0 o0 0 0 0 0 1
1 1
1 1 - — e —1 0 0 0 0 1 0

W pierwszym wierszu na pierwszym miejscu stoi jedynka, zatem stosujemy:

Ty b ro + 21y

r3 T3 — 1 T4 Ty + 21

1 -1 -3 3 V3 3
0 -4 7% 8 % 8
0 o V3-3 6V3-3 —-3—-+3 —3—-6V3
0 0 4—-2vV3 6-—2V3 2(2+\/§) 2(3+\/§)
0 0 V3—1 -3 —-1-+3 -3
0o 2 % —4 —% —4

I's —=T5 —T1 e — Te¢ — 171

Potrzebujemy teraz przeprowadzi¢ dalsze rozumowanie
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1 -1 —V3 3 V3 3 9 0 0O 0 0 o0

o 1 3= -2 -5 -2 -2 0 -3 0 0 o0

0 0 1 %(—3—5\/5) 2+ V3 3 9+7\/§) g(3+J§) —%(3-9-\/5) 0 0 0 o0

0 0 0 5v3 -3 2(1+\/§) 9—3V3 3<3+\/§) 9—3V3 0 3 0 0

0 0 0 3-V3 72(1+\/§) —9- 3 73(3+\/§) 3V3 0 0 o0 1

0 0 0 %(5+\/§) —1—-+3 %(7773\/5) 7%(1+\/§) %(1+\/§) 2 0 1 0
Ty L, nastepnie 15 — 75 — (3 — V3)ry 16— 16 — = (5 + V3)ry

5v/3 —3
-1 -3 3 V3 3 9 0 0 0
1 2—\1/5 —2 72—\1/3 —2 -2 0 -3 0
o 1 L(-3-5v3) 2+ V3 3 (9+7v3) $(3+v3)  -%(3+v3) o 0
0 0 1 Z(9+4v3 = 2\/571) = 4+3\/§) Z(2v3-1 0 i(3+5\/§)
0 0 0 7%(4+3\/§) 71%(9+4\/§ -2 (9+4v3) E(9+4v3 0 1—11(3—6\/5)
0 0 0 -& (45+31\/§) —10 (4+3\/§ -1 (4+3v3 - (5+\/§) 3 4 (7157 14\/§)
11rs _ 2
_ - — —
s LYW a nastepnie 7¢ — g + 3(45 + 31\/5)7’5

-1 —V3 3 V3 3 9 0 0 0 0
1 2%/5 -2 72%/5 -2 -2 0 -3 0 0
0 1 %(7375\/3) 2+V3 %(9+7\/§) 3 3+\/§) —%(3+\/§ 0 0 0
0 0 1 = (9+4\/§) = (2\/§7 1) = 4+3\/§) = (2\/§7 1) 0 o 3+5\/§) 0
0 0 0 1 V3 33 —3y3 o -2 (\/5—2 o 1
0 0 0 0 2 3 —g(1+\/§) 3 i(—3—\/§ 1 ﬁ(—g—ﬁ)

3

r2+— —ry/4 a nastepnie g
1 -1 —V3 3 V3 3
0o 1 ﬁ -2 7ﬁ —2
0 0 V3-3 6V3-3 -3 -3 —3-6V3
0 0 4-2V3 6-2v3 2(2+\/§) 2(3+\/§)
0o o0 V3-1 -3 —1 -3 -3
0o o % 0 7% 0

a nastepnie 14 — 14— (4—2v/3)rs

9 0 0 0 0 0
18 0 3 0 0 0
-9 9 0 0 0 O
18 o o0 3 0 O
-9 0 0 0 0 1
-9 0 0 0 1 0
= 16 — 2T
9 0 0 o 0 0
9 3
-2 0 -2 0 0 o0
-9 9 0 o 0 0
18 0 0 3 0 0
-9 0 0 o 0 1
o 0o 2 o0 1 0

3

75— r5—(vV/3—1)rs 73

o © OO



Dopasowujemy ostatni wiersz:
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A teraz zawracamy, i eliminujemy wyrazy w gornej potowie macierzy:
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Otrzymali$my macierz odwrotng

-3 3 3 3 3 3 :

2 4 2 4 2 4

3 _3 3 _3 3 _3

I <
SR E RV RV R TN SO A &

o Uy Lo Ty g

1008 1 (9§ K(0-vE).

a poniewaz nasz wektor

1
i=|0
zatem odczytujemy z pierwszej kolumny:
-4 F 1
B 1
¢c|_ 310
D| 2|1
E 0
- F - - 1 -

Przypomnijmy, ze policzyliSmy w tym momencie rozktad funkeji podcatkowej na utamki
proste, otrzymujac:

1 1 1 1
=t 1+t (t— %)

Taka posta¢ mozemy juz tatwo scatkowac:

3 W) 1 1 1 1
> o=/ 1t+1+t+(t;§)”(t+;§)2)dt
1 -
+C

1
=—In(1—-¢)+In(l+1¢)— - T
=5+
1+t 2t -
=1 - c
n(l—t) t2—§+

Poniewaz funkcja ta bedzie dalej mnozona przez P, zas rozwiazanie pelne jest kombinacja
liniowa P, oraz (o, zatem mozemy wybra¢ C' = 0. Tym samym:

Q2(t) = Py(t) / uz;(t))2

t)
/3, 1\ 2 1+t 2t
_(2t_2)'3<ln<1—t>_t2—§>




Kilka uwag o funkcjach i wielomianach Legendre’a

Podsumowujac zagadnienie, chciatbym podsumowacé, a takze zwroci¢ Panstwa uwage na
kilka faktow, ktore sie pojawily, lub kilka ciekawostek/dalszych wlasnosci omawianych
funkcji.

-

W celu otrzymania wielomianéw Legendre’a, rozwiazywaliSmy rownanie réznicz-
kowe:

d*x dx
1—tH)—= —2t—+nn+ 1z =0
( ) p o T +1)
metoda szeregéw potegowych. Szeregi te byly rozwijane w otoczeniu punktu ¢t = 0,
ktory jest punktem zwyczajnym tego réwnania. Poniewaz ¢ = 41 sa punktami

osobliwymi, zatem rozwiazania sa wazne jedynie na przedziale ¢ € (—1,1).
Wielomiany Legendre’a dla n sa wielomianami n-tego stopnia.

Wielomiany Legendre’a stopnia parzystego zawieraja jedynie wyrazy o parzystej
potedze, zas wielomiany Legendre’a stopnia nieparzystego - wylacznie potegi niepa-
rzyste. Tym samy, wielomiany parzyste sg funkcjami parzystymi, zas nieparzyste -
nieparzystymi, co rowniez zostato udowodnione na wyktadzie

Pn(_t) = (_1)n Pn(t)

Wielomiany Legendre’a sa znormalizowane tak, aby P,(1) = 1.

Funkcje Legendre’a drugiego rodzaju nie maja juz postaci wielomianu - obliczone
wyzej ()2 zawiera logarytm, a takze funkcje wymierna. Jednak, jesli przypomna sobie
Panstwo, funkcje te tez maja rozwiniecie w szereg potegowy - jest on nieskonczony,
opisany wyliczong relacja rekurencyjng wspotczynnikow:

(n=—fn+j+1)
G+2G+1) 7

Cj+2 = —

Funkcje te, w przeciwienstwie do wielomianéw, sa osobliwe w punktach skrajnych
t— +1.

W dalszej czedci kursu oraz na innych zajeciach matematycznych spotkaja sie
Panstwo z wektorowymi przestrzeniami nieskoniczonego wymiaru - z przestrzeniami
funkcyjnymi. Okazuje sie, ze z takiej perspektywy (mowiac dokladniej: analizujac
wielomiany Legendre’a jako elementy przestrzeni Hilberta), maja one kilka prak-
tycznych wtasciwosci:

1= g3 ortogonalne do kolejnych monomianow:

1
/ P,(x)a™dr =0 dla 0<m<n

-1

1 a takze sa ortogonalne wzgledem samych siebie:

1 2
P P dr = —9§,
[ Pal@)Pu(a)da = 5=,

Wykresy pierwszych 6 wielomian6 oraz funkcji Legendre’a znajduja sie na zalaczonej
grafice.
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