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Warunki poczatkowe w uktadach réwnan

Podczas ubiegtych ¢wiczen padto pytanie, jak poradzi¢ sobie z sytuacja, gdy zagadnienie
Cauchy’ego ma warunki brzegowe okreslone dla réznych wartosci parametréow, na przy-

ktad:
0] -] mt0
5(t) (t)
Odpowiedzig na to beda metody rozwiazania ukladéw réwnan liniowych jednorodnych
pierwszego stopnia, ktére moga przebiega¢ alternatywnie dla metody zwyktadu. W dal-
szej czescl rozwazan zatozymy, ze uklad jest n-wymiarowy (podczas ¢wiczen liczyliSmy
wylacznie dla n = 2, jednak teraz rozwazania teoretyczne maja charakter ogolny).

‘| ’ xl(al) = 1,0, ‘7:2(@2) = T2,0

@ Podczas wyktadu podany byt wzor, gdy a1 = as = ... = a,, = 0.
Z(t) = exp (At) - Z(0) (1)
@&  Podczas ¢wiczenn mieliSmy przyktad z warunkiem a; = as = ... = a, = a # 0,

podczas ktorego wygodnym byto przeparametryzowac uktad do postaci:
y(t) = Z(t +a)

czyli przesunaé¢ uktad réwnan, rozwigzac¢ a nastepnie ponownie podstawic
#(t) =yt — a)

Taka parametryzacja da nam rozwiazanie w postaci:

7(t) = exp (A(t — a)) - ¥(a)

To jednak nie konczy mozliwosci. Istnieja bowiem inne metody sformutowania rozwigzan.
Oba przedstawione tutaj sformulowania beda sie opieraly na znajdowaniu rozwiazania
ogoblnego, a nastepnie doborze parametrow dzieki warunkom poczatkowym.

0.0.1

Niejako "zerowe" podejscie do uktadéw rownan, szczegélnie tylko dwoch zmiennych, opiera
sie na prostym podstawienu. Jesli mamy uktad jednorodny

' =ax + by
b
{ Yy =cr+dy "’ 70

mozemy wyznaczy¢ z pierwszego rownania y = (2’ — az)/b, a nastepnie podstawi¢ do
drugiego, eliminujac tym samym funkcje y z niego i otrzymujac:

1, a, . d , ad

- — -1 =cr+ -2 — —u.

b b b b
Roéwnanie to jesteSmy w stanie rozwigza¢ metodami z poprzednich é¢wiczeri. Uzyskujemy
rozwigzanie w postaci

T = C1T1 + CaT9
a nastepnie
1T — acixy + oy — acaxs
b

Uktad ma oczywiscie dwa parametry, ¢, co ktore wyznaczamy z warunkoéw brzegowych -
stad potrzebne sa dwa warunki, dla z oraz dla y.




0.0.2

Kolejnym z metod rozwiazywania bedzie uogdlnienie wzoru . Rozwiazaniem og6lnym
uktadu
x'(t) = A-Z(t)
bedzie
Z(t) = exp (At)c, ceR"
¢ jest wektorem parametrow - musimy je znalezé¢, aby rozwiazaé¢ zagadnienie Cauchy’ego.

Otrzymujemy uktad réwnan
Il(a1) = T1,0

mn(an) = Tn,0

Zauwazmy, ze w naszym przypadku dla a; = 0 powyzszy uktad sprowadza sie do
o =7(0) =exp(A-0)¢=¢C

co mielismy podane na wyktadzie ([1)).

0.0.3

Nastepne rozwiazanie opiera sie na rozwazeniu przestrzeni rozwiazan. Jesli macierz A jest
diagonalizowalna, wowczas niech zbiér par

{M, ) Yoy

bedzie zbiorem wartosci wlasnych i odpowiadajacych im wektorow wlasnych. Wowcezas
rozwigzanie ogolne jest kombinacja liniowa rozwiazan {u},_, takich ze
& jesli A\, € R:
ﬁk = GAktl_)'k
@& jedli zas )\, € C, wowczas istnieje \; dla pewnego [ taka ze A\, = ;. Wynika to m.in.
z tego, ze skoro A € My, (R) = det A € R, zas det A = [[j_; \. Zauwazmy
réwniez, ze U, = ;. Wowcezas dla pary k, [, odpowiadajacymi im wektorami beda

i =R (e*ktﬁk) 0 =9 (emﬁl)

Ogolne rozwigzanie ma postac:
n
Z(t) = Z Crly;
k=1

Pozostaje zatem z warunkoéw poczatkowych wyznaczy¢ odpowiednie wartosci ¢,. Rowniez
tutaj nie wymagalismy, aby wartosci poczatkowe zadane byty dla ¢ = 0, ani aby warunki
poczatkowe bylty zadane dla jednakowego parametru.

Dodajmy, ze w przypadku uktadéw rownan niewielu zmiennych, metoda ta jest wyjat-
kowo praktyczna i szybka - dotychczas i tak diagonalizowaliSmy macierze, jednak pdzniej
musieliémy je ponownie wymnazac¢. Tutaj, ograniczamy sie jedynie do wartosci i wektoréw
wlasnych oraz wyznaczamy state.

Zauwazmy, ze takie rozwiazanie jest istotnie bardzo naturalne. Ustalmy bowiem £,
wowczas:

d d d
= (emak) == (e’\’“t) T = MM, = M\ T, = M AT, = A (emﬁk) — Ail,
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0.0.4 Dygresja - macierze niediagonalizowalne

W przypadku, gdy macierz A nie jest diagonalizowalna, macierz exp (tA) wciaz jest ma-
cierzg fundamentalng. Choé¢ obliczenie takiej potegi macierzowej nie nalezy do tatwych,
istnieja pewne sposoby, aby utatwi¢ ten proces. Choé¢ nie bede wchodzit doktadnie w szcze-
goty, ze wzgledu m.in. na to, ze w pracy praktycznej i tak wykorzystuje sie metody kompu-
terowe, warto jednak zna¢ podstawy teoretyczne, nawet gdy nie sa one integralna czescia
kursu.

Utatwienie, o ktorym mowa, to macierze Jordana. Otéz dla kazdej macierzy kwadra-
towej A € M, (C) istnieje macierz odwaralna A € M, (C) taka ze:

A=A-Jy- A1
, gdzie J,4 jest macierza Jordana macierzy A, tzn. sktada sie ona z klatek:

J, 0 O O
O J, O O
O O . O
0 0O O Jy,

=
I

kazda zas klatka J), ma posta¢ gornotrojkatna z wytacznie wyrazami nad przekatna nie-
zerowymi, tzn.

A1 0 0

0o XN 1 0
J)\i - .

o 0 . 1

0 0 0 N

0.0.5 Zadania

Zachecam Panistwa, aby prze¢wiczy¢ rozwiazywanie uktadéw rownan rézniczkowych. Ubo-
lewam nad tym, ze na kursie omoéwiona jest wylacznie jedna metoda, zas na ¢wiczeniach
mieliSmy wylacznie jedno zadanie na ten temat. Zalaczam zatem ponizej kilka kolej-
nych przyktadéw wraz z wynikami. Poniewaz z licencji uczelnianej powinni mie¢ Panstwo
rowniez dostep do programu Wolfram Mathematica, zachecam do weryfikowania swoich
obliczenn. Kod, ktory umozliwia rozwiazanie uktadu réwnan:

2'(t) = ax(t) + by(t) B B
{ y'(t) = ca(t) + dy(t) cx(t) = w0, y(t2) = yo

to

DSolve[x’ [t]==a x[t] + b y[t] && y’[tl==c x[t] + d y[t] && x[t1]==x0 &&
y[t2]==y0,{x[t],y[t]},t]

Prawda jest, ze moze pomodc to wytacznie w obliczeniach - metoda i zrozumieniem musi
kazdorazowo wykazaé sie cztowiek.

@ Uktad rownan:
¥ =2xr—y
Yy = bx — 2y
Rozwiazanie ogolne:

[ x(t) 1 _ [ c1(2cos (t) —sin (1)) 4 co (cos (t) + 2sin (1))
y(t) 5cy cos (t) + Beg sin (¢)
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& Zagadnienie Cauchy’ego:

¥ =3r+z z(0) =1
y =4y : y(0) =1
2 =x+3z 2(0) =
Rozwiazanie:
z(t) —2e% + 3ett
y(t) | = et
2(t) 2e2 4 et
@ Uktad rownan:
¥ =2r+y
y = 3r+ 4y

Rozwiazanie ogolne:
z(t) | | e + e
y(t) | | —cret + 3epe®

0.0.6 Przypomnienie z ¢wiczen

Schemat, w jaki rozwiazywaliémy zadania na ¢wiczeniach:

1. Znajdz macierz A, warunki brzegowe T oraz wektor niejednorodnosci ﬁ(t)

2. Zdiagonalizuj macierz A, tzn.
(a) Znajdz wartosci wlasne A, rozwiazujac:

det (A=) =0

(b) Dla kazdej wartosci wtasnej, znajdz wektory wtasne o

(A= X)7=0

(c¢) Uloz wektory i wartosci wlasne w macierze:

(d) Znajdz macierz odwrotna P!
a b1 d —b
c d| —ad—bc|—c a

exp (tA) 0 1

3. Oblicz
exp (tD) = [ 0 exp (tAq)

4. Oblicz
exp (tA) = Pexp (tD)P™*

5. Oblicz rozwiazanie jednorodne:
exp (tA)Z,
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6. W przypadku niejednorodnego uktadu rownan, pozostaje obliczy¢:
t —
exp (tA) / exp (—TA)F(7)dr
0
7. 716z rozwigzanie w catos¢:

Z(t) = exp (tA)Zy + exp (tA) /Ot exp (=T A)F(7)dr

Metoda szeregéw potegowych

W niniejszej sekcji chciatbym jeszcze raz uporzadkowaé¢ metode rozwiazywania réwnan
rozniczkowych metoda szeregéw potegowych. Rozwigzmy réwnanie:

(1 — 32" (t) + 4’ (t) — 4a(t) = 0
1. Dzielimy réwnanie przez (1 — t?) otrzymujac:

4t 4
" W) o _
2" (t) + 1_t2x(t) 1_t2x(t) 0

2. Identyfikujemy funkcje

4t 4

P(t) = T2 Qt) = 1_g

3. Stwierdzamy, czy funkcje te sa analityczne na otoczeniu jakiego$ ty, w tym przy-
padku ¢y = 0 spelnia ten warunek

4. Wybieramy rozwiazanie w postaci

x(t) = i cnt”
n=0
gdzie ¢, sa stalymi wspotczynnikami - musimy znalezé ich relacje.
5. Podstawiamy do oryginalnego réwnania i wymnazamy wszystkie cztony:
0= (1—t)a"(t) + 4ta' (t) — da(t)

d? (& d
:1_27 n At —
( t)dt2<ocnt>+tdt<

>ar)-i(Sar)

n n=0
=1=)> nn—1)c,t" > +4t> ne,t" ' —4> c,t"
n=2 n=1 n=0
=Y nn—1ct"?=> nn—1Dct" +4> ne,t" =4 cpt”
n=2 n=2 n=1 n=0

=%
6. Potrzebujemy otrzymac¢ wyraznie w postaci:

0 = wyrazy wolne + at + Z b,t"

n=2



gdzie b, jest wyrazone jakos przez c¢p z réznymi indeksami. Musimy sprowadzic¢
wszystkie potegi ¢ do tego samego wyktadnika n oraz zacza¢ od tego samego n = 2.

o0

* = (n+2)(n+1)cpat" = > n(n—1)c,t" +4> nct™ —4 cyt"
n=0

n=0 n=2 n=1

= (042)(0+ L)corat® + (1 +2)(1 + Dergat’ + > (n+2)(n + 1)cppat”
n=2

— Z nn —1Det" +4- 1t +4 Z neat” — degt’ — deytt — 4 " cpt”
n=2

7. Teraz grupujemy wyrazy oraz taczymy szeregi:

* = 202 — 400 + (663 -+ 401 — 4C1)t

+ )" (cn+2(n +2)(n+1) —n(n —1)c, + 4nc, — 4cn)
n=2
8. Teraz, przyréwnujemy to do zera, poniewaz takie byto rownanie rozniczkowe. Mozna
o tym mysle¢ w dwojnasob:

@ Tak jak probowatem wyttumaczyé na éwiczeniach, traktujemy rzeczony szereg
podobnie do wielomianéwEl. Wielomian jest wielomianem zerowym (elementem
neutralnym dodawania w pierscieniu wielomianéw) jesli nie wystepuja zadne
niezerowe wspoOtczynniki. Tutaj rowniez, otrzymaliémy réwnanie w postaci:

0= bat" = (1)
n=0

Skoro ten szereg ma by¢ rowny zeru, a t jest dowolne (z okreslonego przedziatu),
zatem kazdy wspotczynnik b, musi wynosic¢ zero.

@ Padlo pytanie, czy mozemy o tym mysle¢ w kontekscie zerowania sie kolejnych
pochodnych. W pewnym sensie: tak. Skoro zaltozylismy, ze wszystkie te funk-
cje sa analityczne, mozemy policzy¢ dowolne pochodne i okresli¢ ich wartosé
w punkcie £y = qzl Dowolna pochodna z zera (lewa strona rownania) to zawsze
zero. Zatem:

0= f(0) = bo
0= Z bot"| =D bnt"t =10y
dt —
t=0 t=0
0= t2 Z but"| =D byn(n— 1" =2b
t=0 "2 t=0
dkibt” Y LR R
T dtk =T = k) S
t=0 "= t=0

ITylko dopuszczamy tutaj "nieskoniczone wielomiany" - dlatego méwimy o szeregu. To jest sposob
poréwnania, nie za$ zabieg matematyczny. Cho¢, jak sie za chwile okaze, w tym szczegélnym przypadku
mamy doczynienia faktycznie z wielomianem.

2Zawsze rozwijamy w szereg wokol jakiego§ punktu, bierzemy pochodng w tym wlasnie punkcie.



9. Zatem, przyrownujac do zera otrzymane réwnanie, dostajemy:

0=2cy —4cy = 9 = 2¢y
0=6c3 =— c3=0

0=cpo(n+2)(n+1)— Cn<n(n —1)—4n+ 4>

= Cppa(n+2)(n+1) — cn(n2 — 5n+4>
=cCp2(n+2)(n+1) —cp(n—1)(n—4)
(=D —4)
(n+1D(n+2)"

10. Otrzymalidémy rekurencyjny wzor, wyznaczajacy parzyste wspotczynniki funkeji.

@ Na zajeciach tego nie zrobilisémy, zalozytem bowiem, ze kazdy da rade to policzy¢.
Zwrocono mi jednak uwage, ze powinnismy byli sprawdzié, czy (a jesli tak, to gdzie)
koncza sie szeregi (czyli otrzymujemy wielomiany). Taki proces musi zostaé¢ prze-
prowadzony na kolokwium oraz egzaminie podczas rozwigzywania zadari.

W naszym przypaku widzimy, ze dla n = 4 licznik utamka si¢ zeruje - otrzymamy
zatem wielomian. Policzmy kolejne wspotezynniki:

Co = Co
Cy = 200
(2— 1)(2—4) 2 1
pu— p— —_—— .2 —_—
C4 = Coy2 (2+1>(2+2)C2 12 Co 300
(4-1)(4—-4)
pum— pu— pum— 0
C6 = Ca42 (4+1>(4+2)C4

11. Zatem jednym z rozwiazan jest wielomian:
2 Ly
xr1(t) =14 2t° — gt

12. Czasami otrzymamy dwie relacje rekurencyjne, najczesciej dla parzystych i niepa-
rzystych wspotezynnikow. Wtedy stale ¢y, ¢; wyznaczamy z warunkéw brzegowych.
Pamietajmy, ze rownanie drugiego stopnia ma dwuwymiarows przestrzen rozwigzan.
Zatem tutaj, potrzebujemy znalez¢ réwniez drugie rozwigzanie.

13. Do znalezienia drugiego rozwiazania, wykorzystamy znana nam juz uprzednio me-
tode: wronskian i wzor Abela:

4t u=1—12
W(t) = Cexp (‘ 1_p t) ‘ du = —2tdt '
1
= Cexp <2/du>
u
= Clexp (21n (u))
= Cexp (21n (1 — t2)>
- 2
=C(1-¢



Poniewaz szukamy rozwiazania ogblnego do stworzenia przestrzeni rozwiazan (roz-
wigzanie to zostanie pozniej i tak przeskalowane przed odpowiedni parametr dopa-
sowujacy je do warunkow poczatkowych), zatem mozemy pominac teraz stala C.
Zatem:

naft) = (1) [ <W(<7;>)2dt
(1—1¢2)°
(14262 — L11)”

1 1—¢2 ’
1 22_4)
< et 3Zf <1+2t2 t4> dt

1
14262 — ¢
= (142~

dt

=(1+22— t4
(142 =3

1
+ (1 +2t% — t4> constant
(14262 1t4) 3

Stad ostateczne rozwiazanie:

z(t) = <1 + 217 — ;t‘*) + Bt
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