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Wielokrotny pierwiastek wielomianu charkterystycznego

Niech zadane bedzie liniowe jednorodne réwnanie rézniczkowe stopnia N o statych wspot-
czynnikach:

N dnf
a,—— = 0. (1)
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Rownanie to, ze wzgledu na liniowy charakter pochodnej, mozemy zapisa¢ pod postacia
operatora liniowego w dziataniu na funkcje:

. N dn .
D=> a,—, Df =0. (2)
= dtm
7 kolei wielomian charakterystyczny bedzie zadany jako:

= Z_‘; anr”. (3)

Twierdzenie 0.1. Jesli wielomian charakterystyczny mozna roztozyc¢ do postaci:

k

w(r) =q(r)- (r—a) (4)

dla pewnego k € {1,....,N}, tzn. a € C jest k-krotnym pierwiastkiem tego wielomianu,
wowczas 1stnieje k rozwigzan w postaci:

L) =07, e {1,k (5)

Dowad. Ze wzgledu na

@ fakt, ze wspotczynniki rownania rézniczkowego sa stalymi, tzn. korzystajac z
liniowosci:
d df

d
—a, =0 = —la,f(t)) =a,—
dt dt( g )> dt
@ rownanie jest rownaniem jednej zmiennej

zatem proste podstawienie operatora rézniczkowego:

w(r) — w <Z> D

zmienia wielomian charakterystyczny w rownanie operatorowe. Zastepujemy jedynie mno-
zenie 1 potegowanie poprzez wielokrotne aplikowanie pochodnych. Woéwczas, zapisane jaw-

nie: B
. d d
D=c¢l=2) (2=
4 (dt) (dt O‘)

Liczac dziatanie takiego operatora na kolejne sugerowane rozwiazania :
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w szczegolnosei:
Zatem:

Poniewaz zas k > j, zatem:
@ albo dla pewnego [ = j iloczyn sie zeruje
@ albo k = j, zatem zeruje si¢ funkcja, f;—r = fo =0

Niniejszym udowodnione zostalto, ze kazde rozwiazanie tej postaci spetnia réwnanie roz-

niczkowe: .
. d d d
ij(t) =q (dt) (dt - 04) fj(t) =q <dt> 0=0

Pozostato udowodnié, ze rozwiazania te sa faktycznie liniowo niezalezne. Zatem, odwotujac
sie do definicji: uktad funkcji (lub szerzej, wektorow) jest liniowo niezalezny gdy:

k
S oenfult) =0 = Vne{l,...k}c, =0

n=1
Tymczasem:

k
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Suma ta jest wielomianem stopnia k& — 1. Wielomian zas jest tozsamosciowo réwny zeru
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jego wspotezynniki sie zeruja. Zatem uktad ten nie
jest liniowo zalezny. O



Rozwigzania rzeczywiste i urojone

Na ostatnich zajeciach padto pytanie, dlaczego, gdy podczas rozwiazania dotychczaso-
wych réwnan otrzymamy rozwigzania zespolone, mozemy swobodnie wzigé po prostu
cze$¢ rzeczywista 1 urojona jako dwa rozwiazania. Przypomnijmy, ze moéwiliSmy wow-
czas o liniowych, jednorodnych réwnaniach rézniczkowych jednej zmiennej. Moje
o6wczesne tlumaczenie sprowadzito sie do tego, ze mamy rozwiazania zespolone, ktore sa
matematycznie poprawne, jednak jesteSmy w stanie wprowadzi¢ odpowiednie parametry
poczatkowe tak, aby ograniczyé¢ sie do rozwiazan rzeczywistych, poniewaz:

ae’® + be™'? = Acos (¢) + Bsin (¢)

dla
A=a+b B =i(a—Db)

a poniewaz mamy swobode wyboru, ograniczamy sie wytacznie do rzeczywistych A, B.
Powyzsze rozwiazanie wynika z liniowosci.

Jesli jednak kogo$ nie satysfakcjonuje takie uzasadnienie, ktoére faktycznie moze wyda-
wacé sie zbednie skomplikowane lub nieintuicyjne, wymaga wyobrazni geometrycznej lub
po prostu dziwi ograniczanie rozwiazan, ponizej przedstawiam prostsze, odwotujace sie
wylacznie do podstawienia oraz réwnosci liczb zespolonych.

Nasze rownanie jest liniowe, wiec podobnie jak wczesniej, mozemy przedstawié¢ je pod
postacia:

d"f

0= D) = 3 anlt)

gdzie dopuszczamy, aby wspotczynniki a,, byty funkcjami parametru rézniczkujacego. Za-
tozmy, ze funkcjaEl F € CY (R; C) jest rozwigzaniem tego réwnania rézniczkowego. Zatem,
korzystajac wytacznie z liniowosci pochodnej (funkcje mozna dodawaé przed/po pochod-
nej, mnozenie przez liczbe, 6wniez zespolona, tak samo) otrzymamy:
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Wiemy za$, ze funkcje R(F(t)), S(F(t)) sa funkcjami rzeczywistymi. Poniewaz poréownu-
jac liczby zespolone nalezy poréwnacé osobno czes$¢ rzeczywista i cze$é urojona, widzimy
ze:

DOR(F(t) =0 D)S(F(t) =0

ldalszy zapis oznacza ze jest to funkcja o ciaglych pochodnych az do N-tej pochodnej wlacznie,
przyjmujaca parametr rzeczywisty a zwracajaca wynik zespolony



Czyli kazda z nich jest rzeczywistym rozwiazaniem poczatkowego rownania rézniczkowego,
nie potrzeba nam za$ catej funkcji zespolone;j.
Dla formalno$ci sprawdzmy jeszcze, kiedy sa to rozwiagzania niezalezne liniowo. W tym

celu roztozmy: A
F(t) = r(t)e®®

otrzymujac
| RF()  S(F(D))
Wi(t) i= det [ 4R(F(t) LS(F(1) ]
:det[ r(t)cos () r(t)sin (8(1)) ]
40 (1) cos (6(1))  L(r(t) sin (H(2))

] o
' cos (¢) —rsin ()¢’ r'sin(¢) + rcos ()¢’

=1 cos (¢) (' sin (¢) + rcos (¢)¢') — rsin (@) (' cos (¢) — rsin (¢)¢)
= 71’ cos (¢) sin (¢) + r? cos® (@) ¢ — r1’sin (¢) cos (¢) + 72 sin? (¢) ¢’
— 2

Rozwazenie implikacji pozostawiam Panstwu.



