Notatki do kursu
Wstep do geometrit rozniczkowej

Na podstawie wyktadu prof. A. Frydryszaka
7, uzupelnieniami

G.D.



Skrypt nie jest petny, mozliwe sg btedy 1 braki

1 Wstep algebraiczny - pojecie tensora, jego wlasnosci

Podczas wielu rozwazan wyjatkowo przydatne jest wprowadzenie tensoréw. Ich zastosowania studenci znaja juz
m.in. ze szczegblnej teorii wzglednosci i mechaniki kwantowej. W tym kursie znajda zastosowanie pod koniec,
podczas rozwazania tzw. k-form. Aby zachowa¢ formalnosé, wprowadzimy definicje iloczynu tensorowego przestrzeni
liniowych.

Definicja 1.1. Niech V, W to przestrzenie liniowe nad ciatlem K. Przez £ oznaczmy przestrzen liniowa formalnych
kombinacji liniowych elementéw pochodzacych z iloczynu kartezjanskiego VX W o wspotezynnikach z ciata IC, tzn.:

E> Z ag.p (v,w)
(0,0)EVXW
gdzie wspotczynniki a,, ., € K 1 sa rowne zeru dla prawie wszystkich par. Niech N to podprzestrzen &, rozpigta
przez wszystkie wektory postaci:
(5 + 71711_}) - (571‘7) - (/L_iu U_})
(’Jad + 2) - ({}.,IZ].) - (67 5)
(av,w) — o (v, W)
(57 BIE) - 6 (57’“_5)
gdzie v,u €V, w,Z €W, o, 8 € K.

Przestrzeri £ /N nazywamy iloczynem tensorowym przestrzeni liniowych V i W, i zapisujemy ja V ® W.
Elementy iloczynu tensorowego czesto nazywamu tensorami i oznaczamy v ® w € V@ W.

Tak zdefiniowana przestrzenn ma wiele przydatnych wlasnosci. Ponizsze twierdzenie pozostawione sa jako zadania
na ¢wiczenia dla studentow:

Twierdzenie 1.1. Iloczyn tensorowy jest liniowy w pierwszym, jak © w drugim miejscu.

Definicja 1.2. Tensor t € V ® W nazywamy prostym, jesli istnieja wektory v € V, w € W, takie ze:
t=v®w

Zadanie: Podaj przyktad tensora, ktory nie jest prosty.
Zadanie: Poréwnaj iloczyn tensorowy z iloczynem kartezjanskim. Rozwaz przestrzenie rzeczywiste R™ @ R", R™ x
R"™ dla réznych n, m.

Definicja 1.3. Niech V to przestrzen wektorowa, zas ®2=1 V to r-krotny iloczyn tensorowy tej przestrzeni. Przez S,
rozumie sie grupe permutacji zbioru r-elementowego, za$ sgn (o) - znak permutacji o € S,.

Odwzorowanie: . .
m: Qv — RV
k=1 k=1

zadane jako:
T 1 T
H(@ vk) =3 Z sgn (o) ®vg(k)
k=1 cg€S,. k=1

nazwiemy antysymetryzacja lub rzutowaniem antysymetrycznym

Dzialanie to bedzie istotnie przydatne podczas rozwazan k-form. Ponizsze twierdzenie przedstawia kilka jego wla-
snosci, ktorych dowdd pozostawia sie jako éwiczenie dla studenta:

Twierdzenie 1.2.

# dziatanie I1 jest liniowe



(g Ua(k)) = sgn (o) 11 (®2:1 vr)
# [Toll =11
% Niecha= Q) Uk, b= Qrcpry V. Wowcezas:

M(a®b) = (I(a) ®b) = I (a ® [I(h)) = I (IT(a) ® TI())

2 Topologia, definicja rozmaitosci

Definicja 2.1. Przestrzenia topologiczna nazwiemy dwojke (M, ), gdzie:

M - zbiér
T - rodzina zbioréw U, C M, nazywana topologia na M
taka ze spelnione sa nastepujace warunki:

M@ eT
¥ UVer=UnVer

# 7 jest zamkniete na sumy, nawet nieprzeliczalne:

(Ua)aer A UaeT=UUaeT

a€l

Elementy M nazywamy punktami, za$ elementy 7 - zbiorami otwartymi

W dalszej czesci, aby wskaza¢ topologie na zadanym zbiorze, stosowana bedzie notacja 7,
Definicja 2.2. Zbior A C¢ M nazywamy domknietym, gdy M\ A jest otwarty
Twierdzenie 2.1.

% Przekroj dowolnej rodziny zbioréw domknietych jest domkniety

# Suma skoriczonej rodziny zbioréw domknietych jest domknieta

# W topologit T); zbiory @, M sq domkniete
Dowdd. Dowodd pozostawiono dla studenta. O
Definicja 2.3. Otoczeniem punktu p € M nazywamy zbioér otwarty U € 7, taki ze p € U

Definicja 2.4. Niech zadane beda przestrzenie topologiczne (M, ), (N, 7n) oraz funkcja f : M — N. Funkcje
f nazywamy

% ciggla w punkcie p € M, gdy przeciwobraz otoczenia punktu f(p) jest otwarty, tzn:

VVery: f(p)eV = f[V]ery
* ciagta, gdy jest ciaglta w kazdym punkcie p € M
# otwarta, gdy obrazem kazdego otwartego zbiotu jest zbiér otwarty, tzn:
VUET]W f[U]ETN

Definicja 2.5. Niech zadane beda przestrzenie topologiczne (M, 1as), (N, 7y) oraz funkcja f : M — N. Funkcje
f nazywamy homeomorfizmem, gdy jest ciagla i otwarta bijekcja.




Definicja 2.6. Przestrzen topologiczna M jest przestrzenia Hausdorffa, gdy

VpgeM, ptrqdUVery: peUAqeVAUNV =g

tzn. ze jesteSmy w stanie rozdzieli¢ dowolne punkty rozmaitosci, nie zlewaja sie nam.

Definicja 2.7. Przestrzen topologiczna M jest nazywana n-wymiarowa rozmaitoscia topologiczna, jesli spelnione
sa nastepujace warunki:

% jest przestrzenia Hausdorffa
% ma przeliczalng baze topologii

% kazdy punkt poziada otwarte otoczenie homeomorficzne z otwartym podzbiorem R™

Intuicyjnie, za rozmaitos¢ topologiczna uznamy to, co pod wystarczajaco mocna lupa wyglada bardzo podobnie
do R"

Rozmaitos$¢ topologiczna jest pierwszym krokiem do rozmaitosci roézniczkowalnej. Aby skonstruowaé rozmaitosé
rézniczkowa, trzeba do rozmaitosci topologicznej dodaé jeszcze pewne struktury, dzieki ktérym usystematyzujemy
sposob przenoszenia wlasciwosci z R” na rozmaitogé. Beda to mapy i atlas. Jednak warto pozostaé¢ na chwile przy
rozmaitosciach topologicznych i wyobrazié¢ sobie pewne przyklady takich przestrzeni. Oczywiscie najprostszymi
przyktadami rozmaitosci topologicznych sa te, ktére w naturalny sposéb mozna zanurzyé w R™.

Definicja 2.8 (pomocnicza). Zanurzeniem przestrzeni topologicznej = w przestrzen 2 jest odwzorowanie:
fi E—Q

ktore jest homeomorfizmem na swoj obraz f[Z].

Za ta formalna definicja kryje si¢ intuicyjne podejscie, méwiace ze przestrzen = mozna w bardzo prosty sposob, bez
znaczacych znieksztalcen, przedstawi¢ jako podzbior przestrzeni 2. Innymni stowy, chociaz rozmaitosé funkcjonuje
osobno, my wyobrazamy sobie ja w pewnej przestrzeni rzeczywistej. Przyktadowo, prosta z definicji jest zbiorem
pojedynczych punktow. Jej przedstawienie w przestrzeni dwu- lub troj-wymiarowej jest zanurzeniem, ktore pozwala
nam zobaczy¢ jej wlasnosci. Podobnie klasyczna sfera jest bytem dwuwymiarowym - jednak przedstawiamy ja zwykle

w trzech wymiarach, dzieki czemu mozemy badaé jej wlasnosci. Jest to wlasnie zanurzenie sfery dwuwymiarowej
w przestrzeni R, Przy okazji, taka sfera jest przykladem rozmaitosci topologicznej.

Przyktad 2.1. Przykladowe rozmaitosci topologicznej:
# sfera n-wymiarowa, czyli podzbiér n+1-wymiamrowej rzeczywistej przestrzeni euklidesowej:
S"i={ieR": ||Z] = 1}
Taka sfera n-wymiarowa jest w naturalny sposob zanurzona w przestrzeni R™ Najczesciej myslimy o sferach
. . 1 . ! . 2
jednowymiarowych S - czyli okregach, i dwuwymiarowych S° - klasycznych sferach

# torus dwuwymiarowy T 2, ktory mozna oczywiscie zdefiniowaé¢ na wiele sposobow. Wygodna do opisu jest
definicja jako iloczyn kartezjariski dwoch okregow:
7%= 8" x §'
jednak taka definicja pozbawia nas pewnej intuicji, przydatnej przy definiowaniu kolejnych przyktadow. Al-
ternatywnie, torus mozna przedstawié¢ jako prostokat o utozamionych brzegach, co formalnie oznacza:

7% = ([0,1]x[0,1]),.

Ty =22 Ay =0AYs =1
(x1,91) ~ (T2,92) = { y1=y2Az1=0Az =1
T1 =22 AN =12
Takie sklejanie brzegéw pokazuje, ze ze zwyklego kwadratu mozna skonstruowaé rézne rozmaitosci, w zalez-
nodci od kierunku sklejania. Kolejne przyktady sa konstruowane wlasnie w taki sposéb.



Rysunek 1: Dwuwymiarowa sfera S 2

(a) (b)

Rysunek 2: Torus: (a) - jego zanurzenie w trojwymiarowe]j przestrzeni, (b) - ,sklejanie” brzegow kwadratu, w celu
otrzymania torusa, przebiega wzdluz zaznaczonych strzalek. Ich kolor $wiadczy o sklejanych brzegach, ich zwrot -
o kierunku sklejania

% wstega Mobiusa - znany przyktad wstegi, ktora ma jedna strone. Otrzymamy ja poprzez sklejenie jednego
boku kwadratu, tak aby kierunki sklejania byly przeciwne. Nalezy przy tym pamietaé, ze poniewaz chcemy
otrzymacé co$§ w bardzo naturalny sposéb otwartego, wstega nie moze zawieraé brzegu:

M = ((Ov 1) X [07 1])/~

x1=1—x2/\y1=0/\y2=1

r, ~ (@a, =
(1,91) ~ (22, 2) {x1=x2/\y1=y2

# butelka Kleina - rozmaito$¢, mozna by rzec, ikoniczna: oto butelka, ktorej wnetrze i zewnetrze to to samo.
Butelka Kleina powstaje poprzez sklejanie kwadratu: jedno zgodne, i jedno przeciwne. W przeciwienistwie
do poprzednich przyktadow, butelka Kleina nie moze byé¢ zanurzona w przestrzeni tréjwymiarowej. Proby
przedstawienia jej w tréjwymiarze koricza sie stworzeniem sztucznych przecieé - ktére jednak nie wystepuja

. . . . . A .
w samej butelce. Minimalna przestrzenia do zanurzenia butelki Kleina jest przestrzen R™.

# powierzchnia rzutowa - w przypadku dwuwymiarowej powierzchni rzutowej réwniez i ja mozna przedstawié
jako sklejony kwadrat - z tym ze w tym przypadku oba klejenia sa przeciwne. Podobnie jak butelka Kleina,
plaszczyzna rzutowa nie moze byé przedstawiona w R” bez przeciec.

W ogolnosci, plaszczyzne rzutowa n-wymiarows konstruuje sie poprzez utozsamienie antypodéw na S".
W przypadku okregu jest on tozsamy z plaszczyzna rzutowa, w wyzszych wymiarach - zachecam do spro-
bowanai sil umystowych i wyobrazenia sobie kolejnych ptaszczyzn rzutowych.

Dotychczasa omawiane przyktady stanowily dwuwymiarowe rozmaitoéci. Przedstawmy szybko inne, tréjwymiarowe
rozmaitosci:



(a) (b)

Rysunek 3: Wstega Mobiusa: (a) - jej zanurzenie w trojwymiarowej przestrzeni, (b) - ,sklejanie” brzegu, przebiega
wzdluz zaznaczonych strzalek, (c) - dzieto autorstwa M.C. Escher, zatytulowane Mobius Strip IT

(a) (b)

Rysunek 4: Butelka Kleina: (a) - jej reprezentacja w trojwymiarowej przestrzeni, ktore wymusza powstanie niena-
turalnych przecie¢ (w wyzszych wmiarah butelka nie przecina sie sama ze soba), (b) - ,sklejanie” brzegéw kwadratu,
w celu otrzymania butelki Kleina, przebiega wzdluz zaznaczonych strzatek. Ich kolor swiadczy o sklejanych brze-
gach, ich zwrot - o kierunku sklejania

# kula n-wymiarowa, czyli podzbior n-wymiarowej rzeczywistej przestrzeni euklidesowej:
K":={7eR": |||l <1}

Oczywiscie klasycznymi przyktadami sg kule jednowymiarowe K . odcinki, dwuwymiarowe K 2. kota, troj-
wymiarowe K 3 zwykte kule.

Zauwazmy, ze kule definiujemy bez brzegu (stad ostra nierownosé ,,<”). Jest to o tyle istotne, ze podczas
przyszlych rozwazan interesowaé nas beda tzw. rozmaitosci bez brzegu. Brzeg, z perspektywy geometrii réz-
niczkowej, jest problematyczny - nasze rozwazanai prowadzone sg wylacznie dla zbioréw otwartych. Co prawda
istnieja rozmaitosci z brzegiem i matematycy znalezli sposéb na ich opisanie, jednak nie maja one znaczenia
w fizyce i nie bedziemy ich uwzgledniac.

# torus wypekliony (torus z wnetrzem)

Podobnych przyktadéw mozna konstruowaé bardzo wiele. Zauwazmy, ze topologia pozwala na rozciaganie i $ciskanie
obiektow, np. przeksztalcenie kuli w szescian (bez brzegu oczywiscie). Dzieje sie tak poniewaz, podobnie jak w al-
gebrze struktury izomorficzne sg niemalze tym samym, dla topologii takim przeksztalceniem jest homeomorfizm.
Stad kula i szescian sa topologicznie tym samym, podobnie jak czeste zestawienie donuta z kubkiem.

Homeomorfizmy uniemozliwiaja jednak wprowadzania cieé¢ i sklejen do obiektow”. Stad kazdorazowe dodanie dziury
zmienia zupelnie przestrzen topologiczna. Czym innym jest zatem kula, czym innym torus, a czyms zupelnie innym

! Zdanie to moze wydawaé sie na pierwszy rzut oka nienaturalne, poniewaz wiekszo$¢ dwuwymiarowych przyktadéw konstruowali-



(a) (b)

Rysunek 5: (a) - Powierzchnia Boya - reprezentacja dwuwymiarowej przestrzeni rzutowej w trojwymiarze, (b)
sSklejanie” brzegéw kwadratu, w celu otrzymania powierzchni rzutowej, przebiega wzdluz zaznaczonych strzalek.
Ich kolor $wiadczy o sklejanych brzegach, ich zwrot - o kierunku sklejania

jest znowu powtoka kuli - kula z wycieta wewnatrz mniejsza kula z brzegiem, przedstawiona przyktadowo jako.:

- 1 -
Pn={xERn: §<”1‘||<1}

(a) (b)
Rysunek 6: Rozmaitosci z r6znymi liczbami ,dziur”

Wr6émy teraz do definiowania rozmaitosci rozniczkowalnej - bedziemy potrzebowaé map - tzn. przejsé miedzy
rozmaitoscia a przestrzenig R".

Definicja 2.9. Pare (U, ), gdzie U € 7, ¢ jest homeomorfizmem:
0:U — o[U]CR"

nazywamy n-wymiarowa mapg, za$ U - zbiorem mapowym

$my poprzez ,sklejanie” brzegow kwadratu, a teraz moéwimy o zakazie sklejania. Sa to jednak zupelnie rézne sytuacje: w przykladach
konstruowalismy cala przestrzen, stosujac pewne utozsamienie, o ktérym wygodnie jest mysleé¢ jako sklejanie brzegéw. Jednak home-
omorfizm jest przeksztalceniem ciaglym i otwartym, ktére dziata na poprzednio zadanej przestrzeni. Warunek cigglosci uniemozliwia
wprowadzenie nowej ,dziur” tam, gdzie jej nie bylo.



Poniewaz mapa jest funkcja do przestrzeni wymiarowej, zatem w naturalny sposob ma postac:

0 (p)
2
op)=| ¢ W
¢"(p)
Gdzie _
Vie{l,...,n} ¢ : M—R

Definicja 2.10. Funkcje sktadowe mapy (pi nazywamy wspotrzednymi uogolnionymi (lub rzadziej w tym kontekscie:

wpOlrzednymi krzywoliniowymi). Bedziemy pisa¢ wowczas ¢ = (cpi)jzl lub, w sytuacjach oczywistej rozmaitosci
v =(¢')
Jedli zadane sa n-wymiarowe mapy (U, ¢), (V, ¢), wowczas w naturalny sposdb pojawi¢ moga sie bijekcje:
-1
poyp poo

Definicja 2.11. Funkcje f : R" —» R™ nazywamy Ck—dyfeomorﬁzrnem, gdy jest k-krotnie rozniczkowalng bijekcja

-1

i funkcja odwrotna f_1 rowniez jest k-krotnie rézniczkowalna

W szczegolnosci Co—dyfeomorﬁzm to homeomorfizm, zas$ C*’-dyfeomorfizm to dyfeomorfizm gtadki.

Definicja 2.12. n-wymiarowe mapy (U, ¢), (V, @), (gdzie U NV # @) zadane na przestrzeni topologicznej M
nazywamy C"-uzgodnionymi (dla k € Ny U {00}), gdy odwzorowanie przejicia:

! to[UNV] — ¢[UNV]

P[UnV]

poyp

jest C k—dyfeomorﬁzmem

Definicja 2.13. n-wymiarowym atlasem 2/ na przestrzeni topologicznej M nazywamy rodzine n-wymiarowych

map (U,, ), € I, takich ze:
# zbiory mapowe pokrywaja cala przestrzen
JUa=M
* mapy sa parami Ck—uzgodnione

Definicja 2.14. Mapa (U, ¢) jest uzgodniona z atlasem o = {(Us,,¢a) : o € I}, gdy jest C*-uzgodniona ze wszyst-
kimi mapami atlasu.

Definicja 2.15. Atlas o jest atlasem maksymalnym, gdy zawiera wszystki Ck—uzgodnione mapy.

Atlas maksymalny o na przestrzeni topologicznej M nazywany jest struktura Ck—rc’)Zniczkowad (rownowaznie struk-

turg C k—réiniczkowalnat).

Przyklad 2.2. Niech rozmaitoscia bedzie M = R, za$ mapy beda zadane jako:
* (R, ), p=1id
# (R, 0), ¢(z) = 2"

Woéwczas
(¢p0¢™)(z) =2
jest funkcja gtadka, za$ funkcja
_ 1
(o o™) (@) =27

ma nieciagla pochodng w z = 0. Zatem mapy te nie sa Cl—uzgodnione



Definicja 2.16. n-wymiarowa rozmaitoscia rozniczkows (rozniczkowalna) klasy c* nazywamy pare (M, o), gdzie:

% M - n-wymiarowa rozmaito$é topologiczna
% o/ - n-wymiarowy Ck—zgodny atlas na M
Przyktad 2.3.

# Przestrzen liniowa jako rozmaitosé
I n
Niech V bedzie izomorficzne z R", za$ zbiér B = {bk} oy O baza przestrzeni V. Definiujemy funkcje pg:

n
B:R _)V
n
12 n iy
op Hx 2", .., )HZQJ b;
J=1

Konstruujemy topologie na przestrzeni V: nazwiemy zbiér U C V otwartym, jesli jego przeciwobraz <p_1[U ]c

R" jest otwarty w R". Czy tak zdefiniowana topologia jest dobra? Tzn. czy nie zalezy od wyboru bazy? Wezmy
- N

inng baze B' = {b’k}kzl’ Woéwcezas funkcja:

¢ opp i R" —R"
jest gltadkim dyfeomorfizmem. Wybierzmy U C V otwarty w topologii zadanej prez B.
-1 -1 -1 -1 -1
ve U] = (@s' °$Bop )[U] = (903' ° %OB) °¢p [U]

Tzn. przedstawiliSmy zbior @_B}[U] jako wynik dzialania dyfeomorfizmu na zbiér otwarty, stad jest on zbio-
rem otwartym. Wynika stad, ze wybrana rodzina zbioréw faktycznie nie zalezy od wyboru bazy przestrzeni
wektorowej i jest topologia 7.

Mapa jest (V, goj_gl), za razem stanowi to najmniejszy gladki atlas.

% Sfera n-wymiarowa S" - z mapami rzutu stereograficznego
Sfera n-wymiarows nazywamny:

S" = {(xo,xl,...,xn) eR"™: Zmi = 1}

k=0
Biegunami sfery nazwiemy punkty (+1,0,0,...,0) = +¢5. Mapy rzutu stereograficznego definiujemy jako rzut
punktu sfery na plaszczyzne R” zadang w R™ poprzez {0} x R™ wdluz prostej laczacej ten punkt z odpo-
wiednim biegunem.
(Ussp4), Uy = Sn\{go}» oy U — R"
(U—a()p—)a U- = Sn\{_é()}a p- - U. —R"
niech punkt na sferze opisany jest kierunkiem T € R", wowczas:
1 _
1 1 Io r
2 _
I L1 s 2z
HERESN IISCII2 +1

0+ (10,7) =

+()_

gdzie ||Z|| jest norma euklidesowg n-wymiarowa.
Zadaniem studenta jest wyprowadzi¢ powyzsze wzory i sprawdzié¢, czy tak wybrane mapy zadaja gtadki atlas.

% Okrag S ' Na okregu mozna zdefiniowa¢ mapy poprzez rzuty z odpowiednich potokregow:

(U, 1) : = {(z1,25) € S" 1 1y >0}, o1(x1,22) = 9
(Uz, p2) : {(J;l,xQ) €8 ia <0}, paw,1z) =
(Us, 3) - { 1,75) €S $2>0}7 p3(x1,22) = 21
(Uy, p4) - = {(x17$2) €8 tay< 0}7 w41, 22) = 24

Zbior tych czterech map tworzy atlas.

Przyklad 2.4. Innymi przyktadowymi obiektami, rozwazanymi czesto jako rozmaitosci



3 Wektory styczne i kostyczne

Wyobrazajac sobie rozmaito$é, zanurzamy ja zazwyczaj w trojwymiarowej przestrzeni. Niestety takie podejscie
okazuje sie zwodnicze w przypadku wektorow stycznych - podczas zanurzenia wobrazamy sobie wektory styczne
w calej przestrzeni, jednak nalezy zrozumie¢, ze rozmaitos$¢ nie musi istnie¢ zanurzona w czyms - istnieje ona sama,
zatem nie ma zewnetrzego $wiata, w ktérym moznaby okresla¢ wektory styczne. Z tego powodu definicje wektorow
stycznych odbiegaja od naturalnych wyobrazeri, zaczerpnietych z przestrzeni rzeczywistych.

Wektory styczne na rozmaito$ciach mozna definiowaé¢ na roézne sposoby. W ponizszym rozdziale przedstawione
zostang dwie takie definicje. Pierwsza z nich, budujaca intuicje, oparta jest na krzywych na rozmaitosci. Druga,
bardziej praktyczna definicja opiera si¢ na derywacjach liniowych.

Uwaga: rozwazamy krzywe gladkie z odcinka I € R (o ktérym mozemy mysle¢ jako o czasie) w rozmaitosé M,
dim M =m: v: I — M. O krzywej mowimy, ze jest zaczepiona w punkcie p € M jesli v(0) = p.

m
Gdy zadana jest mapa (U, @), p € U, @ = (apk)

w mapie interpertacje (¢ o y) (t) = (gok(t))::l

Loy Oraz € > 0 taki ze Vi € (—e,¢) ~(t) € U, wowczas krzywa ma

Definicja 3.1. Niech M to rozmaitos¢ gladka wymiaru m. Dwie krzywe (7, v2) zaczepione w p € M nazwiemy
rownowaznymi, gdy w mapie (U, ), p € U:

M~ 72 = (o) (0) = (por2) (0)
Fakt:Relacja rownowaznosci zadana w definicji 3.1 nie zalezy od wyboru mapy.

Dowdd. Niech dane beda mapy (Uy), (V, ), takie zep e U N V.
Zachodzi:
poo Lpop  €C”(UnV;R™)

Niech krzywe ~;, 75 beda rownowazne w mapie (U, ¢). Wowezas zachodzi:

O

Zacheca sie studenta do sprawdzenia dziedzin funkcji wykorzystanych przy kolejnych przejsciach powyzszego do-
wodu.

Definicja 3.2 (Wektor styczny, wersja 1.).
Niech M to gladka rozmaito$é. Wektorem stycznym do rozmaitosci M w puncie p € M nazywamy klase rownowaz-
nosci krzywych zaczepionych w punkcie p: [v],

Posiadajac zbior wektoréw stycznych, cheieliby$smy znaé ich wlasciwosci. Do tej pory méwiliémy o wektorach, jednak
nie wykazalismy, ze faktycznie nimi sa. Na to pytanie odpowiedzi udziela ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 3.1. Zbior wszystkich wektorow stycznych do rozmaitosci M w punkcie p € M tworzy przestrzen
liniowq nad R. Przestrzen takq nazywa sie T,M (od angielskiego ‘tangent’ - styczny).

Dowdd. Nalezy zdefiniwa¢ odpowiednio dodawanie wektorow oraz mnozenie ich przez skalar. Oczywistym jest,

ze dziatania te nie mogg zaleze¢ od wyboru bazy, jednak bedziemy korzysta¢ z map podczas ich definiowania. Niech
zatem zadana bedzie mapa (U, @), p € U

10



# Dodawanie wektorow - bedziemy chcieli zdefiniwaé¢ dodawanie wektoréw poprzez dodawanie w mapie:

[11], ® [12], = @ o (11 ®72) (t) = g oy (t) +poy(t)

Nastrecza to jednak pewnej trudnosci: dodanie wartosci odpowiadajacych punktowi p podwaja wartosé, prze-
noszac niejako zaczepienie krzywych. Aby tego unikna¢, nalezaloby w dodawaniu wprowadzi¢ korekte, przesu-
wajac wynik. Mozna tego jednak uniknaé, rozwazajac tzw. mapy centrowane w puncie p, czyli takie ze p(p) = 0.
Mapy takie mozna wprowadzi¢, poniewaz translacja jest przeksztatceniem gtadkim. Wowcezas powyzsza defi-
nicja dodawanai jest §cista

s Mnozenie przez skalar A € R:
Av], = o (M) (1) = X- (poy)(t)

Fakt: dim T, M = dim M
Chcemy teraz wprowadzi¢ wektory styczne poprzez derywacje, w tym celu jednak musimy pierwotnie wprowadzi¢
funkcje gtadkie, na ktore te derywacje moga dziatac.

Definicja 3.3. Zbior gladkich funkcji na otoczeniu punktu p € M oznaczamy % (M, p):
F(M,p):={feC”(M;R): U €Ty, peU, f:U— R}

Definicja 3.4. Niech M to m-wymiarowa rozmaito$¢ gltadka. Niech zadana bedzie funkcja gltadka f € (M, p)
oraz mapa (U, ), taka ze p € M, ¢ = (¢")i%;. Definiujemy:

( 9 ) . d

3_90’“ ozt

©(p)

Definicja 3.5. Niech dana bedzie M rozmaitosé¢ gltadka oraz funkcje gltadkie f, g € .% (M, p) zadane na odpowied-
nich zbiorach Uy, Uy:

f:Uf—>R
g:U;—>R
pEUfﬂUg

Funkcje f, g nazwiemy réwnowaznymi:
f~ge= W ey, pEWCUfnUg:f|W=g’W

Fakt:Powyzsza relacja jest relacja réwnowaznosci.

Dowdd. Dowod pozostawiony jest jako zadanie dla studenta. O
Definicja 3.6. Klase rownowaznosci [ f], nazywamy kietkiem w punkcie p. Zbior kietkéw nazywamy zdzbtem
i oznaczamy Oyy

Onyp = F(M,p))-
Fakt:Zdzblo ma strukture pierscienia.
Dowdd. Dowod pozostawiony jest jako zadanie na éwiczenia. O
Definicja 3.7. Funkcje gtadka f € C*°(M; R) spetniajaca w pewnej mapie (U, ¢) warunek:

—1\
(foe™) () =0

nazywamy stacjonarng

11



Definicja 3.8. Kielek [ f], nazywamy stacjonarnym, gdy dla pewnej mapy (U, ¢) i f € [f], zachodzi:

—1\
(Fee™) e =0
Zbior kietkow stacjonarnych w punkcie p oznaczamy Spy ,

Twierdzenie 3.2. Niech M to gtadka rozmaitoéé m-wymiarowa z mapg (U, @), p € U € 7y Wowczas operacje:

()]

okreslone na Oy, opisane w definicji 3.4 majq nastepujace wtasnosci:
# sq liniowe
* znikajg na kietkach stacjonarnych

Dodatkowo, kazde odwzorowanie liniowe Y, zadane na Oy, znikajgce na Sy, mozna przedstawic jednoznacznie

jako:
= 0
p Z 8(,0k ,

k=1

.k
gdzie \" € RV ke {l,....,m}
Dowdd. Ten dowdd mam pomieszany i niepelny niestety O

Uwaga: Odwzorowanie zadane jako:
Y: ﬁ]ﬂ,p — R

postrzegane moze by¢ tez jako:
Y: ﬁM,p/SM,p — R

Poniewaz jest ono liniowe, zatem:
*
Y e (ﬁM,p/SM,p)

Definicja 3.9. Niech M to rozmaitos¢ gtadka. Derywacja liniowa w punkcie p € M nazywamy odwzorowanie:

Dp . ﬁM,p — R
takie ze dla dowolnych f,g € Oy, o, 8 €R
# Dy ([f1-[9D = Dy (LD - [l (p) + [f1(p) - Dy, ([9])
# Dy (a-[f1+B8-[g9]) =a-D,([f])+ 8- D,(Lg])
Czyli zgodnie z nazwa, odwzorowanie to musi by¢ liniowe, a takze spelniaé¢ regute Leibniza.

Definicja 3.10. Wektorem stycznym do rozmaitosci M w punkcie p € M nazywamy liniowa derywacje na Oy ),
zanikajaca na kietkach stacjonarnych.

Ta definicja wektora stycznego jest o tyle wygodna, ze mamy faktyczne narzedzia aby analizowaé rzeczone wektory.

Przyklad 3.1. Najprostszym mozliwym przykladem bedzie M = R z mapa (R,id). Niech x € R, za$ t- to
wspolrzedne R. Niech zadana bedzie funkcja f € C% (R;R).

Wowczas:
_ i)
dt

( d )wf:d(foz'd)(t) )

a(id) dt

x x

Zdefiniowalismy wektory styczne na dwa sposoby. Czesciej bedziemy odwolywaé sie do tej drugiej definicji, jednak
teraz nalezy jeszcze pokazaé, ze te definicje nie sa sprzeczne. Oczywiscie rozwazania prowadzone sa na zupelnie
roznych bytach - pierwsza definicja dotyczy krzywych, druga derywacji. Jednak obie definicje moga by¢ uwazane
za rownowazne w tym sensie, ze omawiane przestrzenie sg izomorficzne.

12



Twierdzenie 3.3. Niech M - gtadka rozmaitosé, p € M.
Niech vy, = [’y]p to wektor styczny pierwszej definicji. Wowczas odwzorowanie:

L.(F) = (7o) ()

jest derwacjg liniowq zanikajgcqg na Sy ,. Natomiast odwzorowanie v vw L, jest homomorfizmem miedzy T,M
*
a (ﬁM’p/SM,p)

Dowdd.

1. Nalezy pokaza¢, ze L zanika na kielkach stacjonarnych Niech zadany bedzie kietek stacjonarny [f] 3 f
oraz wektor v = [v] 3 v. Wowczas w mapie (U, ¢), U 3 p:

L.(f) = (1o7)(0)
= (f 0@ lopo 7)'(0)
=((Foe™)oteom) ()
= (Foe™) (o) (9 on) ) 20
Co wynika z faktu, ze w kroku < zastosowana zostala stacjonarnos¢ kietka.

2. Nalezy pokazaé, ze L jest derywacja liniows.

L, (U1 Ta]) = ((F - 9) 0 ) (0)
= ((Fom - (aom)(0)
2 (707)(0) g0 + £ (+(0)) - (g07) (0)
=L, ([f]) - 9(p) + f(p) - L, ([9])

Gdzie w kroku © wykorzystano regute Leibniza dla funkcji rzeczywistej. W analogiczny sposob sprawdza si¢
liniowo$¢ dzialania, pozostawia sie to zatem do samodzielnego sprawdzenia przez studentdw.

3. Niech zadane bedg wektory [v1] 2 vy # vy € [2]. Oznacza to, ze w mapie (U, ¢) zachodzi:
(90 71)" (0) # (¢ 0 72)' (0)
Zatem istnieje indeks i € {1,...,m}, taki ze:
i ! i !
(¢ 0m) (0) # (¢" 032) (0)

Wynika stad:
L, #L,,

4. Przeksztalcenie v - L, jest surjekcja. Wezmy mape (U, ), wowczas:
m
g O
-
k

k=1 9" I

dla pewnego wektora XeR™. Korzystajac z tego wektora, rozwazmy krzywsa zadanajako:
_1 -
() = (@(p) +it A)

Zatem:

foy(t)=foe (p(p) +1-1)
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(foy) () =(foe )| X
»(p)
_ m )\ka(f o (p_l)
k=1 s »(p)
= Ly ([f])

‘Whniosek: .
T,M = (Onrypls,,,)

Chodzmy dalej i zobaczmy jak tak naprawde dzialajs wektory styczne. Rozwazmy wektor styczny v, w punkcie
p € M rozpatrywany w mapie (U, ), p € U:
m
N ,
J J
vp = a (—) , a €R
j; 9¢7 /

Taki wektor, dzialajac jako derywacja, ma jawna postaé:

%m=;agykf
m ja(fogp_l)
- Za ozl
J=1 ©(p)

Zobaczmy teraz, jak transofmracji ulega ta postaé, gdy rozpatrujemy rézne mapy. Wezmy zatem alternatywng mape
(V,4), pe UNV # @ irozpatrumy transformacje na przecieciu sie map

i 0 = (0
v = Z“k(a—@k)p - ¥ (50).

=1

@ e 0(fop)
2; oxt

»(p)

29y B
(52) (=)

T\ oY » ¥ /p

Jak widzimy, chociaz interesuje nas wylacznie przeksztalcenie wektoréw, musimy rozwazaé je w kontekscie dziatanai
na funkcje. W momencie oznaczonym () skorzystaliémy z tego, ze:

(pou™) =4 ()

tzn. ze zlozenie map jest funkcja z R™ — R™.
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Powyzsze przeksztalcenie jest prawdziwe dla kazdego indeksu j, zatem:

(55,
ibﬁ(aw;) (37),

?

(52)
a i
7 a(piﬂ

._m ; a_wj
’ ’Zb](aw) bz(aw>

Widzimy, ze zgodnie zoczekiwaniami wektory ulegaja standardowej transformacji zwiazanej ze zmiana bazy - po-
niewaz mapa na rozmaitos$ci indukuje baze w przesrzeni stycznej w punkcie.

M

p

<
Il
—

Ms

<.
]
[y

'Hhs

]
—

Stad wynika bezposrednio:

W powyzszym rozumowaniu pokazaliémy, w jaki sposéb prezentuje sie wektor styczny w réznych mapach, a tym
samym - réznych bazach. Chcieliby$my p06j$é jeszcze o krok dalej - jak mozna przeksztalca¢ wektory styczne, jesli
przemieszczamy sie miedzy rozmaito$ciami. Wybieramy sobie ulubiony wektor styczny do rozmaitosci, ale z jakiegos
powodu potrzebujemy mie¢ go w innym miejscu, albo nawet powiazanym z inng rozmaitoscia. Takie przejscie jest
mozliwe dzieki zastosowaniu tzw. odwzorowania stycznego. Poniewaz rozwazamy dwie postaci wektorow stycznych,
zatem i odwzorowanie styczne bedziemy definiowaé¢ na dwa réwnowazne sposoby.

Definicja 3.11 (odwzorowanie styczne dla wektorow jako klas krzywych). Niech h to odwzorowanie rézniczkowalne
rozmaitosci gtadkich:
h: M- N

Odwzorowaniem stycznym d,h w punkcie p € M nazwiemy odwzorowanie zadane jako:

dph ITpM e Th(p)N
dph : [7];} L [h o ’Y:|h(p)

Definicja 3.12 (odwzorowanie styczne dla wektoréw jako derywacji). Niech h to odwzorowanie roézniczkowalne
rozmaitosci gtadkich
h: M — N

Odwzorowaniem stycznym d,h w punkcie p € M nazwiemy odwzorowanie:

dyph (vp) f = vy {f o h}
dla dowolnej funkcji f okreslonej na otoczeniu h(p) € N

Odwzorowania styczne beda czesto przewija¢ sie w naszych rozwazaniach (by¢ moze ze zmieniona notacja), zatem
warto poznaé¢ ich wtasnosci.

Fakt:Odwzorowania styczne sg dziataniem liniowym.

Dowdd. Niech o, 8 € R, v, w, € T,M

dph (o= v, + B-w,) f = (av, + Bw,) {f o h}

(av,) {f o h} + (Bw,) {f o h}
=a-v{foht+B-w,{foh}
a~dph(vp)f+ﬁ°dph(wp)f
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Twierdzenie 3.4 (o skladaniu odwzorowan stycznych). Niech zadane bedq gtadkie rozmaitosci M, N, P oraz od-
wzorowania gtadkie miedzy nimai:

h:M—N
g:N—P

Wowczas dla kazdego p € M istnieje odwzorowanie styczne d,, (g o h), ktére mozna zadaé jako:
dp (g oh) = dngp)g - dph

Fakt:Odwzorowanie styczne do funkcji identycznosciowej jest funkca identycznosciowa.

Dowad.
dp (Zd) ('Up) f =Up (f ° Zd) =Up (f)

O

Twierdzenie 3.5. Niech g to dyfeomorfizm miedzy rozmaitosciami gtadkimi M, N: g € Diff (M;N)

Wowczas: . .

(dp ) = dg(p) (9 )
Dowad. )
(id), = d, (id) = d, (97" © g) = dgp) (97") - dpg

O

Zanim wroécimy do rozwazan przestrzeni stycznych, jeszcze przez chwile skupmy sie na odwzorowaniach stycznych.
Zauwazmy, ze jesli rozwazamy odwzorowanie f € C™ (M;R), wowczas:
m-LRr
dpf _
TpM — Tf(p)R =R

4,/ () =v ()| eR

Poniewaz wiemy juz, ze odwzorowania styczne sg liniowe, mamy zatem doczynienia z funkcjonatem liniowym. Wiemy
tez z algerby, ze przestrzen ciagltych funkcjonalow liniowych nad przestrzenig liniowg nazywamy przestrzenia dualna.
W przypadku rozwazania rozmaitosci, przestrzeni tej nadaje sie specjalna nazwe.

Definicja 3.13. Przestrzenia kostyczna do rozmaito$ci M w punkcie p € M nazwiemy przestrzen dualng do prze-
strzeni stycznej w tym punkcie. Oznaczamy ja:

Ty M = (T,M)"

Elementy przestrzeni kostycznej w,, € T; M nazywamy kowektorami.
Dzialanie kowektora na wektor w (v) € R nazywamy naturalnym parowaniem (lub parg dualng) i oznaczamy po-
przez:

(w,v) :1= w (v)

Uwaga: Powyzsza notacja moze by¢ czasami mylona z iloczynem skalarnym. Na tym kursie jednak nie stosujemy
iloczynu skalarnego, zatem pozostaniemy przy niej. Powyzsza notacja sugeruje intuicyjne traktowanie naturalnego
parowania jako odwzorowania dwuliniowego:

() T,M xT,M — R
Zauwazmy roéwniez, ze w przypadku przestrzeni Hilberta iloczyn skalarny jest naturalna interpretacja pary dualnej2 ,

jako ze H* = H. Jednak pojecie pary dualnej jest szersze obejmuje wszystkie przestrzenie z przestrzeniami dualnymi.
Notacja: W przypadku odwzorowan stycznych stosuje sie dwie rownowazne konwencje notacyjne:

d,h = hy,

2Przy czym zauwazy¢ nalezy, ze bezposrednia analogia jest iloczyn skalarny w przestrzeniach Hilberta nad cialem liczb rzeczywistych.
Drzieje sie tak, poniewaz klasyczny iloczyn skalarny jest definiowany jako liniowy w jednym argumencie, za$ antyliniowy w drugim.
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Za niedtugo uogdlnimy przestrzen styczna w punkcie do przestrzeni stycznej. Woéwczas odwzorowania styczne beda
mogly by¢ analizowane w oderwaniu od punktu i zapis staje sie jeszcze czytelniejszy:

dh = h,

Moze zaskakiwaé potrzeba wprowadzenie dwoch notacji na ten sam byt. Faktycznie, bardziej naturalnym wydaje
sie by¢ zapis dh, i w wielu przypadkach go sie uzywa - bedziemy go stosowaé¢ m.in. do okreslania naturalnej bazy
przestrzeni dualnej. Druga notacja h, ma sens podczas rozwazan transformacji przestrzeni kostycznej.

Definicja 3.14. Rozwazmy rozmaitosci gtadkie M, N oraz odwzorowanie gladkie miedzy nimi h € C® (M; N).
Odwzorowaniem dualnym do dh = h, nazwiemy odwzorowanie

K TN — Ty M

zadane jako:
*
<hh(p)w’v> 1= (w, hy pv)
dla kazdego w € T,;k(p)N, v€E€T,M

Ponownie wybiegajac w przysztodé, przy omawianiu przestrzeni stycznej i przestrzeni kostycznej porzucimy punkt
(argument) i zapiszemy w bardzo wygodny sposob

)=

Widzimy, ze notacja naturalnego parowania staje sie bardzo praktyczna i czyni powyzsza definicje czytelna.

Uwaga: zauwazmy, ze odwzorowanie dualne jest definiowane niejako ,w druga strone”

pe M X N
hy

TpM — Th(p)N
h*

* *
T,M — Ty,N
Z tego powodu czesto nazywane jest ,cofaniem” kowektora.
W celu przeéwiczenia notacji oraz zaznajomienia si¢ z odwzorowaniami stycznymi i dualnymi, jako zadanie na ¢wi-

czenia dowod ponizszego twierdzenia pozostawia sie studentom:

Twierdzenie 3.6. Niechp € M, he C” (M;), f €C” (N;:R), w € T;(p)N. Wowczas zachodzi:
% (h*df), =d,(foh)

* (h* (fw)), = ((foh) h*w)p

Uwaga: pamietac nalezy, ze rozwazamy kowektory z mnozeniem punktowym przez funkcje jako elementy pierscienia.
Oznacza to w praktyce pewna konwencje notacji: rozwazamy ogolnie pola wektorowe X i kowektorowe w, jednak
interesuje nas zawsze wynik tego dzialania, czyli odpowiednio wektor X (p) lub kowektor w(p). Zazwycza]j jednak
interesuja nas ich ogolne wlasnodci - nie jako dzialania tworzacego wektor/kowektor, tylko tych bytow. Dlatego
pomijamy argument - w tyn sposoéb oznaczamy, ze co$ zachodzi dla kazdego punktu z osobna. Jednak rozwazania
powinni$my prowadzié¢ zazwyczaj w ustalonym dowolnym punkcie.

Zastanowmy sie teraz, jaka baze mozemy wybraé¢ w przypadku przestrzeni kostycznej. Jak juz zostato wspomniane,

w tym przypadku bedziemy stosowaé notacje dh. Podobnie, jak w przypadku bazy przestrzeni stycznej, bedziemy

chcieli wybra¢ baze powiazana z mapa. Rozwazmy zatem rozmaitosé gtadka M, dim M = m i zadana na niej mape
S\ 1T

(Up),peUE€eTry, = (gpj i1 Przypomnijmy, ze baza przestrzeni stycznej w punkcie p € M jest zbiér derywacji:

55, e

Jj=1

Baze przestrzeni dualnej zadamy w bardzo intuicyjny sposob:

o2
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Zauwazymy bowiem, zZe zgoduie z definicja kowektora (wektora kostycznego):

e a5 - 5),
()

SD’L
o
O’ .
J
Wnhnioskujemy zatem, ze bazy:
m
) ) } fa,0)"
=1
{ 09" 1) 10
sa bazami dualnymi.

Zwiazanie bazy z mapa pociaga w konsekwencji zaleznosé reprezentacji kowektora w zaleznosci od wyboru mapy.
Zwiericzymy ten rozdzial przedstawiajac szybko, jak transformowaé beda sie wspotrzedne kowektoréw przy zmianie
mapy. Niech zatem zadane beda mapy (U, ) oraz (V). Wowczas

BRI
T;M Sw= ijdpgoj = Zwidpw
j=1 i=1

j-ta wspolrzedng kowektora w w bazie zwiazanej z mapa(U, ¢) mozemy policzy¢ jako:

Zmamy jednak reguly transformacji wektorow stycznych i teraz z tego skorzystamy:

), 2 o), - L ) e
- = a = b = |, a =96
(8@317[ o¢' /), kZl oY l

<plp 8<Pjp

Zatem:

Stad bezposrednio:
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Zestawmy zatem teraz transformacje zaré6wno wektoréw stycznych, jak i kowektorow. Jesli zadane sa jako:

T,M>3v= sz(a(:)ol) = Zv’j (%)p

i=1 p  j=1

Wowczas:

o=k 55)
p

k=1

Jak widzimy, wektory transformuja sie kontrawariantnie, zas kowektory - kowariantnie.

4 Wiazka styczna

Do tej pory zdefiniowalismy i badaliémy przestrzenie styczne w punkcie. Sa to zupelnie odizolowane przestrzenie,
miedzy ktérymi (na razie) nie potrafimy przej$é. Pracowanie jednak na takich zupelnie osobnych przestrzeniach jest
jednak bardzo niewygodne. Z tego powodu chcemy skonstruowaé jedna, duza przestrzen. Bedzie to takie sztuczne
zespolenie, niemniej intuicyjnie bedziemy pracowaé¢ i mysle¢ o tym jako o jednej calosci.

Definicja 4.1. Wiazka styczna do rozmaitosci M nazywamu syme roztaczna przestrzeni stycznych:

TM := | | T,M := ] {p} x T,M
peEM peEM

O punktach, do ktorych przyczepione sa przestrzenie styczne, mozna mysle¢ jako o indeksach numerujacych kolejne
sprzekroje” wiazki stycznej.

Wszystkie nasze rozwazania rozpoczeliémy od konstruowania topologii i struktury rézniczkowej na zbiorach. Wiazka
styczna tez jest bardzo duzym zbiorem, zatem sprébujmy zadaé topologie na T'M.

Niech (U, p) to mapa na M, p € U. Baza przestrzeni stycznej jest:

M2 {(ai)}ml

T,M 3 X, = Za"(x,,)( 8.)
=1 p

oczywiscie wiemy, ze zachodzi tez:

M - R™
dpp m m
oM 25 TR =R

Zatem:

Gdzie e to wersor i-tej wspotrzednej w R™. Stad:

dpp (Xp) =



Wprowadzmy zatem wiazke styczna do zbioru mapowego:

U= | | Tu=| |T,M

peU peU

oraz wezmy pare:

= (¢, dyp)
¢: TU — o[U]xR™

51 (0. X,) — ((0) dpe (X,)) = (' (0), @™ (p), 0" (X,,), 0™ (X))

Poniewaz ¢, dp sa izomorfizmami, w naturalny sposob izomorfizmem jest réwniez ¢:
m
U R - i 0
5D = (@) ()
90" /(i

i=1
Zadanie topologii na zbiorze to nic innego, jak okreslenie jakie zbiory bedziemy nazywaé¢ otwartymi. Dla wiazki
stycznej naturalne zbiory powstaja poprzez:

Ayl

Definicja 4.2. A c TU jest zbiorem otwartym, wtedy i tylko wtedy gdy @ [A] jest otwarty w przestrzeni ¢ [U]xR™
Przy czym stosujemy naturalna topologie iloczynu kartezjaiskiego.
Izomorfizm, ktory skonstruowaliSmy powyzej, okazuje sie by¢ potrzebng nam mapa
TU =~ U xR™ ¢ R
jest dyfeomorficzne ze zbiorem otwartym w R2m, zatem:

Twierdzenie 4.1. Jesli {(Uy, 0a)}aer Jest atlasem gtadkim na rozmaitosci M, to {(TUy, $a)}uer jest atlasem
gtadkim na T M

Dowdd. Dowod oczywiscie pozniej O

Whiosek: Wiazka styczna to rozmaitosé gtadka, jej wymiar dim7TM = 2 - dim M

Przestrzenie styczne pokazaly nam, ze w kazdym punkcie rozmaitosci mozna ,doczepi¢” do niej przestrzen liniowa.
Wiazka styczna jest dowodem na to, ze takie przestrzenie moga ,zla¢ sie” w jedna cato$é. Dobrze byloby, gdyby$my
mogli powtorzy¢ te operacje nie ograniczajac sie wyltacznie do przestrzeni/wiazek stycznych. Okazuje sie, ze mozemy
co$ takiego przeprowadzi¢ - w ogdlnosci méwimy wodwczas o wigzkach wektorowych.

Definicja 4.3. Wiazka wektorows rzedu r nazywamy trojke: (M, w, E), gdzie:

M - rozmaito$¢ gladka, zwana baza wiazki

E - rozmaitosé gtadka, zwana przestrzenia totalna wiazki

m - odwzorowanie z przestrzeni totalnej w baze wiazki, zwane rzutowaniem lub projekcja, takie ze: V p €

M 7 '[{p}] (tzn. wiokno wigzki nad punktem E,) jest przestrzenig liniowa nad R wymiaru

takie ze dla kazdego punktu rozmaitosci p € M istnieje zbidr otwarty zawierajacy ten punkt p € U € 7, oraz dy-

feomorfizm:
¢: 7 ' [Ul— UxR"

zachowujacy wlokno:

o[7 [(p}])] = () xR

A eh] jest odwzorowaniem liniowym
= [{p
Pare (¢, U) nazywamy lokalna trywializacja wigzki (M, 7, E)

oraz taki, ze jego obciecie do widkna: ¢

Rodzine {U,},c; nazwiemy pokryciem otwartym trywializujacym jesli

JUa=M

ael
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Przyklad 4.1. Niech rozmaitoscia bedzie okrag: M = S 1, wowczas 1,5 L2 R Mozemy ,przyklei¢” zatem proste
rzeczywiste do punktéw okregu. Jednak w zaleznosci od sposobu przyklejania, mozemy uzyskaé¢ np. nieskonczony
cylinder lub nieskoiiczona wstege Mdbiusa

Przyktlad 4.2. Jedli £ = T M, wowczas:
T (p, Xp) =peM

Zas lokalna trywializacja jest uktad map.

Sprawdzmy, jak wiazki wektorowe zachowuja sie przy przejsciach miedzy réznymi rozmaitosciami:
Wezmy wigzki wektorowe (M, 7g, E) oraz (N, g, F'). Moga mie¢ one rozne rzedy.

Definicja 4.4. Homomorfizmem wiazek nazywamy pare odwzorowan ( . f ), takich ze:

# spelniaja zaleznosé: R
mpof=fomg
co jest rownowazne temu, ze nastepujacy diagram komutuje:

5 L
M LN

# odwzorowanie f jest liniowe na kazdym wloknie

Uwaga: dla gladkiego odwzorowania h miedzy rozmaitosciami M, N z naturalnym rzutowaniem z wiazki stycznej:

M s N

7TTM| ]WTN

™ L5 TN

oraz odwzorowaniem h zadanym: R
h(p, Xp) = (h(p), dh(X,))

para (h, 71) jest homomorfizmem wiazek wektorowych.

5 Pola wektorowe, cz.1.

Wiazki styczne, a w ogdlnosci: wiazki wektorowe, daja nam olbrzymi wyboér, jakie wektory mogliby$my rozpatry-
waé w kazdym punkcie rozmaitosci. Z fizycznego punktu widzenia jednak nie interesuja nas zazwyczaj wszystkie
mozliwe wektory styczne - raczej chcielibySmy patrze¢ na okreslong ich grupe. Co wiecej, bardzo interesujace jest
jak powigzane moga by¢ ze soba wektory styczne do réznych punktow. Z tego powodu bedziemy rozwazaé funkcje,
ktore kazdemu punktowi rozmaitosci przyporzadkowuja dokladnie jeden wektor.

Definicja 5.1. Cieciem wiazki wektorowej (M, 7, E) nazywamy odwzorowanie s:

st M —F

takie ze:
mTos = Z.d]u

Gdy s jest gtadkie, mowimy o cieciu gtadkim

Intuicyjnie, chcemy mie¢ funkcje ktora punktowi p € M przypisuje wektor zaczepiony w tym punkcie. Dla wiazki
stycznej, gdzie zaczepienie wektora jest zawarte w jego definicji:

VpeM s(p)eT,M

I takie ciecia nas beda najbardziej interesowaly:
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Rysunek 7: Abstrakcyjne wyobrazenie pola wektorowego jako wektoréw stycznych, ,zaczepionych” w punktach
rozmaitosci, ktora jest prosta

Definicja 5.2. Polem wektorowym nazywamy gtadkie ciecie wigzki stycznej.

Abstrakcyjnie myslimy o tym jako o przyporzadkowaniu wektoréw punktom. Bardziej graficznie myslimy o tym,
jako calej masie strzatek (wektorow), ktore zostaly do rozmaitosei tak przyczepione, aby nie zmienialy sie za bardzo,
gdy sa ,,blisko” siebie®.

Przyklad 5.1. Ciecie zerowe istnieje zawsze, poniewaz w przestrzeni liniowej, jaka jest wiazka, zawsze wystepuje
wektor zerowy. Jest to ciecie trywialne. Nas beda raczej interesowaly niezerowe ciecia.

Przyklad 5.2. Rozwazmy dwuwymiaroa przestrzen rzeczywista jako rozmaitosc:
M=R> TM=TR*=R"'3 (2,y;a,,a,)
Podczas gdy pola wektorowe zadane beda poprzez:
0 0
TM > X(%y) =a, (%) + Qy (8_y)

Definicja 5.3. Ciecie wigzki wektorowej (M, 7, E') nazywamy nigdzie nieznikajacym, gdy

VpeM s(p)#GEP

Przyklad 5.3. Na okregu z wigzka styczna mozna zadaé nigdzie nieznikajace pola wektorowe. Jednak juz na sferze

I d

Rysunek 8: Potencjalne nigdzie niznikajace pole wektorowe zadane na okregu

dwuwymiarowej nie da rady tego zrobi¢ - wynika to z niemozliwosci ,,uczesania’ sfery. Mowimy zatem, ze sfera S
nie jest paralelizowalna

Fakt: Niech s,t to gtadkie ciecia wigzki wektorowej (M, m, E), za$ f to gladka funkcja f € C* (M;R). Wowczas:
# s+t jest gtadkim cieciem, przy czym:

VpeM (s+t)(p)=s(p)+t(p)

,,Blisko” jest pojeciem nieadekwatnym, poniewaz na rozmaitosci w zalozeniu nie mierzymy odleglosci, jednak warto tak intuicyjnie
to rozumieé
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# f - s jest gtadkim cieciem:

-

(f-5)(p) = f(p) - s(p)
Definicja 5.4. Przez symbol I' (E) oznaczamy zbior wszystkich gladkich cie¢ wiazki (M, 7, E)

‘Whioski:
% I'” (E) jest przestrzenia liniowa nad R
% I'” (E) jest modutem nad pierscieniem funkeji gtadkich C® (M;R)

# dla U € 1)y mozemy rozwazaé jako subwiazke (podwiazke), tzn.
£v)
(U7 ™ | U’ U
wowczas I (Ey ) spelnia poprzednie wnioski

Teraz chcemy pozna¢ dokladniej wiazki wektorowe - podstawa do opisania przestrzeni wektorowych sg ich bazy.
Podobnie teraz bedziemy chcieli skonstruowaé cos, co bedzie uogélnia¢ baze pojedynczej przestrzeni liniowe;j.

Definicja 5.5. Gladkim ukladem wspolrzednych w wigzce wektorowej (M, 7, E) r-tego rzedu nad zbiorem otwar-
tym U nazywamy uktad cie¢ nad U : sq, ..., s,., takich ze

VpelU {Sj(P)};ﬂ

jest baza wiokna E, = 7 [{p}]

T

Twierdzenie 5.1. Niech (M, r, E) to wigzka wektorowa r-tego rzedu, U € T); oraz {sj }]_1 to gtaki uktad wspdt-
rzednych.
Ciecie wigzki s : M — E

T
s = Z s;
j=1
nad U jest gtadkie wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie funkcjie i U—R sq gtadkie, tzn. Y j Jdec® (U;R)
Dowadd. Pozniej, musze jeszcze sie wyspaé O

Od tej pory rozwazé bedziemy gléwnie pola wektorowe. Tym bardzije jest zatem istotne zrozumienie, jak mozna
rozumie¢ ich gltadkosé.

Twierdzenie 5.2. Pole wektorowe X jest gtadkie na rozmaitosci M wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej funkcji
gtadkiej f € C*(M;R) gladka jest rowniez funkcja bedgca wynikiem dziatania X na f

Xel'"(ITM) = VY feC”(M;R) XfeC”(M;R)

Dowdd.

= :Niech X € ' (T M) oraz f € C* (M;R). Wezmy mape (U, ¢) w otoczeniu punktu p € M, p € U. Wowczas:

Wiemy rowniez, ze zachodzi:

fec”(M;R) = Vje{l,..,m} (%)fec‘”(M;R)
¥

7 zalozenia o gtadkosci pola funkcje o’ réwniez sa gladkie. Zatem wynikiem dzialania pola na funkcje gtadka
jest skoriczona suma iloczynow funkceji gladkich - a tym samym funkcja gtadka
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<= Ponownie wezmy mape (U, ¢) w otoczeniu punktu p € M, p € U. Poniewaz pracujemy na rozmaitosci gtadkiej,
zatem V j € {1,...,m} ¢’ €C% (M;R). Chcemy teraz zmodyfikowa¢ te funkcje mapowe, tak aby pozostaty
gladkie, ale aby pokrywaly cala rozmaitosé. Wezmy zatem zbioér otwarty V c U, V € 1,. Wprowadzamy

nowe funkcje, tak aby:
il _ J
¥ |V ¥

& =0

U

Zas na obrzezu U\V gladko przechodzila pomiedzy tymi funkcjami. Zachodzi wowczas:

X, @ = (i a"(p) (8%’“)1,) &

k=1
i&@%é%kﬁ

) k
a"(p) (8%’“)1, o

s

=
1l

1

a"(p)s]

1l
gk

p)

1l
S}

Poniewaz rozwazania sa przeprowadzone dla dowolnego j, zatem z zalozenia Xf € C” (M;R) wynika,
ze wspoblrzedne pola wektorowego sa gladkie - a tym samym gladkie jest pole wektorowe

O

Krzywe catkowe - wprowadZzmy pewng intuicje: wyobrazmy sobie sfere dwuwymiarows, zanurzona w trojwymia-
rowej przestrzeni rzeczywistej. Jesli narysujemy na niej krzywa, mozemy w trojwymiarze poprzyczepia¢ do niej
wektory, ktore beda wskazywaly kierunek tej krzywej. Wektory te prowadza krzywa, caly czas jednak sa wektorami
stycznymi do sfery. Jak juz wiemy, takie rozumowanie nie na wiele si¢ zdaje w przypadku rozmaitosci - chociaz
w przypadku zanurzen wyobrazamy sobie wektory funkcjonujace w polaczeniu ze sfera, jednak wektory styczne
do rozmaitosci funkcjonuja w zupelnie innej przestrzeni. Chcemy zatem zdefiniowaé jako$ krzywe powiazane z wek-
torami stycznymi - konkretnie, beda one powiazane z polami wektorowymi.

Definicja 5.6. Niech M - rozmaitosé¢ gladka, p € M, za§ X - gladkie pole na tej rozmaitosci. Krzywa catkowa pola
X przechodzaca przez p nazwiemy:

v (a,b) — M

taka ze:
a<0<b (1)
7(0) =p (2)
(1) = Xy (3)

Krzywa nazwiemy maksymalna, gdy nie mozna jej rozszerzy¢ na wiekszy przedzial.

Przyktlad 5.4. Ponizszy przyklad bedzie wielokrotnie powtarzany, jako ze jest prosty, a przy tym intuicyjny i dobrze
obrazuje zagadnienia. Niech nasza rozmaitoscia bedzie dwuwymairowa przestrzen rzeczywista, M = R Korzystajac
7 macierzowej reprezentacji punktéw przestrzeni zapiszemy:

7]

Omawianym polem wektorowych niech bedzie



Krzywa catkowa tego pola przedstawiamy jako:
x(t) ] [ Zg ]
t = s 0 =
ORI o0 RO R I

Y () = Xy

Zatem, poniewaz pochodna wektora bierzemy po sktadowych, otrzymujemy uktad dwéch réwnan rézniczkowych:

!
[ z (1) ] _ [ -y(t) }
y () 2(t)
Widzimy zatem, ze znalezienie krzywej catkowej dla zadanego pola sprowadza sie w tym przypadku do rozwiazania
zagadnienia rézniczkowego. Ogoélnym rozwiazaniem powyzszego zagadnienia jest:

[0 ]wa ] ) ][ 0]

Zatem korzystajac z warunkéw brzegowych otrzymujemy:

[ ][ oty "o ][0 ]

Oczywiscie tak zadana krzywa jest okregiem o $rodku w centrum uktadu wspoétrzednych.

Z definicji krzywej catkowej zachodzi

Jak widzieliSmy w powyzszym przykladzie, krzywa zalezy od wyboru punktu poczatkowego - w zaleznosci od wy-
branego punktu otrzymaliby$my (w ogolnosci) rozne okregi. Chcieliby$my zobaczyé zatem, jak powiazane sa krzywe
o réznych, lecz bliskich punktach zaczepienia. Takie rozwazania doprowadza nas do zdefiniowania potokdéw lokalnych
- uogdblnienia krzywej na funkcje dwoch argumentoéw, czasu i punktu zaczepienia. O potokach mozna mysle¢ jako
o zbiorze krzywych catkowych konkretnego pola wektorowego, ktére podobnie zaleza od czasu, ale sa zaczepione
w nieznacznie réznych punktach.

Definicja 5.7. Homeomorfizm v : R — Dif f(M) nazywamy jednoparametrowa grupa dyfeomorfizmoéw na roz-
maitosci M.

Twierdzenie 5.3. Krzywe catkowe pochodzqce od gtadkiego pola wektorowego sq gtadkie.

Dowdd. Rozwazmy rozmaitos¢ M, dim M = m oraz gladkie pole wektorowe X. Niech v to krzywa catkowa pola X.
m
Wybierzmy mape (U, ), ¢ = (@k) o1’ Realizacja krzywej catkowej w mapie jest

pon(t) = (sak ° V(t))z; = (Vk(t))::l

Gladkie pole wektorowe X przedstawiamy w bazie pochodzacej od mapy:

X = ga%) (%)

p

gdzie a” € C°(M;R) Wowezas:

Wiadomo, ze: ’
X’y(t) =7 (t)
Z tego wynika, ze dla kazdego k € {1, .., m} zachodzi:

(") () = a* (1))

Zas a” sa gladkie O
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W przypadku takich zagadnienl, przyda nam sie twierdzenie pochodzace z teorii réwnan rézniczkowych, moéwiace
0 jednoznacznosci rozwigzan. Twierdzenie to zostanie przedstawionu tutaj bez dowodu. Studentéow odsyla sie
do kursu i odpowiedniej literatury.

Twierdzenie 5.4. Niech V € R" bedzie otwartym podzbiorem zawierajgcym punkt ¢ € V. Niech zadana bedzie
funkcja gtadka f € C™(V;R™) Wowczas réwnanie rézniczkowe wraz z warunkami brzegowymi:

dy - - -
Serw, 0=

ma jednoznaczne rozwigzanie:
y: (a(q),b(q)) —V
gdzie przedziat (a (q),b(q)) jest maksymalnym przedziatem zawierajgcym 0

Jednoznaczno$é rozumiana jest jako:
Jesli istnieje przedzial (eq,€s) C (a(q),b(q)) oraz funkcja z : (e1,€2) — V spekiajaca:

G OEY

wowczas zachodzi:
z=y
(61762)

Przechodzimy teraz do definiowania potokéow lokalnych. Mozemy je rozwazaé¢ same, jednak najczesciej interesowac
nas beda potoki zwiazane bezposrednio z polami wektorowymi.

Definicja 5.8. Potokiem lokalnym na rozmaitosci M wokol punktu p € U € 1), nazywamy gladka funkcje, ktora
dla pewnego € > 0 oraz otwartego W C U:

F: (me,e)xW —U
taka ze:
* VgeW Fyq)=q
% F,(F,(q)) = Fiys(q), o ile obie strony majg sens
przy czym w indeksie dolnym piszemy argument rzeczywisty, o ktérym myslimy najczesciej jako o czasie.

Definicja 5.9. Potok lokalny nazywamy potokiem lokalnym pola wektorowego X (i oznaczamy FtX(q))7 gdy za-
chodzi

aFtX(Q)

ot = XFo(t) = Xq

t=0

Definicja 5.10. Jesli potok lokalny ma dziedzine czasowa rowng calej osi rzeczywistej, tzn. zadany jest:
F: (—00,00)x X — U

wowczas nazywamy go potokiem maksymalnym

Potoki sa bardzo wygodnym narzedziem, ktore charakteryzuje w pewien sposéb pola wektorowe.

Definicja 5.11. Pole wektorowe posiadajace potok globalny nazywamy polem zupelnym.

Jak sama nazwa wskazuje, o potoku pola wektorowego mozna mysleé¢ jak o nurcie rzeki - wpadajac w pewnym
poczatkowym punkcie, jesteSmy niesieni z pradem do kolejnych punktéow. Pojedynczy punkt, w miare uptywu czasu
zakresli zakresli krzywa, catkows, lecz jesli wrzucimy do potoku garsé pytu, kazde ziarenko bedzie podrézowato ina-
czej. W zaleznosci od miejsca poczatkowego mozemy wyladowaé w réznych punktach, jednak zaczynajac stosunkowo
blisko, przez pewien czas podrézujemy razem.
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Rysunek 9: Graficzna wizualizacja potokoéw pola wektorowego, zadanego na torusie. Strzatki pochodza niejako z pola
wektorowego - jako wektory styczne wskazuja Sciezki. Gdy patrzymy na wszystkie Sciezki, widzimy potok - gdy tylko
na jedna, na pojedynczy ciag strzalek, widzimy krzywa catkowa pola wektorowego.

Przyklad 5.5. Ponownie rozwazmy przyktad pola na dwuwymiarowej przestrzeni rzeczywistej:

e

Woéwczas potokiem tego pola nazywamy

F: (—00,00) X R* — R’
([ ][ e
LI g

oF
ot
t

Widzimy, ze jest to pole zupelne.

6 Algebra Liego

Algebra Liego jest zagadnieniem szerokim, ktore znalazto zastosowanie w wielu dziadzinach matematyki i fizyki.
W wielu sytuacjach, na uprzednich kursach fizyczno-matematycznych, juz sie z nia spotkalismy, nie byta jednak ona
wyraznie nazwana. Na krotko przed jej zdefiniowaniem obejrzymy pewien przyktad, ktory uzmystowi nam, dlaczego
w ogoble pojawia sie ona podczas naszych rozwazan na temat rozmaitoéci rézniczkowalnych. Dotyczyé on bedzie
naktadania kolejno pél wektorowych.

Do tej pory zrozumieli$my juz, ze chociaz pole definiowane jest jako odwzorowanie

X: M—TM

to najczesciej interesuje nas juz sam wynik (wektor) w dzialaniu na okreslona funkcje (jako derywacja). Formalnie
zapiszemy to jako:

YVpeM X,: CP(U)— C*(U)
X, f(p) m (Xpf) (p)
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Jednak powyzsze zaleznosci obowiazuja, jak juz zaznaczono, dla kazdego punktu rozmaitoéci, zatem dla uogélnienia
zapisu w rozwazaniach pomija sie argument, piszac:

X: Cc*(U) —CcP(U)
i rozumiejac go jak wyzej.

Przyklad 6.1. Rozwazmy rozmaito$¢ M oraz jej podzbior, U € T,;. Niech zadane beda dwa pola wektorowe
X,Y € T°(U). Ze wzgledu na charakter pol jako derywacji, potrzebujemy réwniez testowej funkcji, zatem niech
fec”(U). Wiemy, ze:

Xfec™()
Yfec”U)

Zatem zachodzi tez
XY fec®WU)

Czy jednak XY jest derywacja? Liniowosé jest oczywista, co jednak z reguta Leibniza?

XY (f9) = X(Y(f9)) = X(Y(f) - g+ Y (9))
= XY(f) g+ Y () X(g) + X(f)-Y(9) + [ - XY (g)

Widzimy zatem, ze XY nie jest derywacja liniowa, poniewaz w powyzszym rozwinieciu wystepuja czlony mieszane.
Sa one jednak symetryczne na zamiane XY < Y X.

Definicja 6.1. Nawiasem Liego (komutatorem) pol wektorowych X,Y € T'*(U) nazywamy dzialanie zadane
dla kazdej funkcji gtadkiej f i kazdego punktu p € U postaci:

[Xv Y]p f(p) = (Xpyp - Ypo)f(p)

Zauwazmy, ze komutator definiuje sie jako dzialanie na funkcje, jednak z dowolnosci wyboru funkcji kluczowy dla

nas jest sam komutator. Podobnie, komutator definiowany jest punktowo, jednak dla dowolnego punktu ze zbioru
U.

Twierdzenie 6.1. Niech (U, ) to mapa na rozmaitosci M, dim M = m, X, Y € T°(U). Pola wektorowe przed-
stawiajg sie jako
X=ZXk<—k) Y=ZYJ(—.)
k=1 Iy j=1 9y’

gdzie X*, Y7 € C®(U;R)
Wowczas komutator ma postac:

[X,Y]= g(xyi -vXx')- (aii)

Dowdd. Dowodd twierdzenia pozostawiony jest jako zadanie na éwiczenia O

Tak zdefiniowany komutator ma wiele wtasnosci.
Fakt:Niech X,Y,Z € T (U), a,b € R. Wowczas zachodzi:

% [X,Y] €T, zatem jest derywacja liniowa
# [X,Y]=-[Y,X]

# komutator spelnia tozsamosé Jacobiego, tzn.:

(X [V, Z]]+ [V, [ 2, X]]+[Z,[X,Y]] =0

# komutator jest R-liniowy w pierwszym argumencie:

[aX +bY,Z] = a[X,Z]+b[Y, Z]
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Zauwazmy ze antysymetryczno$é i liniowo$¢ w pierwszym argumencie implikuja réwniez liniowo$¢ w drugim argu-
mencie.

Powyzsze wtasnosci uogélnia sie na dzialanie dwuargumentowe, ktére definiuje algebre Liego.

Definicja 6.2. Niech zadana bedzie przestrzen wektorowa V z dzialaniem dwuargumentowym:
[,:]: VXV —YV

takim ze dzialtanie to:

# jest liniowe w pierwszym argumencie
% jest antysymetryczne
# spelnia tozsamo$é¢ Jacobiego
Wowcezas dwojke (V, [+, -]) nazywamy algebra Liego.
Przyktad 6.2. Przyktadowe algebry Liego:
* macierze rzeczywiste wymiaru n X n ze standardowym komutatorem
* macierze zespolone wymiaru n X n ze standardowym komutatorem

# iloczyn wektorowy wektoréw w R?

W algebrze Liego mozna zdefiniowaé kolejne dzialanie, okreslane derywacja.
Definicja 6.3. Derywacja algebry Liego (V, [ ]) nazywamy dzialanie
D:V—YV

takie ze V «, 8 € V zachodzi
D[a,B] = [Da, 8] + [, DB]

Przyktadowa derywacja algebry Liego jest tzw. odwzorowanie dotaczone. Warto mie¢ je na uwadze w przyszlosci:

Przyklad 6.3. Dla algebry Liego (V, [ ]) ustalmy X € V. Odwzorowaniem dotaczonym adx nazwiemy odwzo-
rowanie postaci

adX = l:)(7 ':|

Istotnie, takie odwzorowanie jest derywacja algebry Liego. Wybierzmy dowolne X,Y € V. Wowczas

[X,[Y,Z]] £
~[Z,[X,Y]]-[V,[Z X]]
[X,Y],Z]+[V,[X, Z]]
= [adxY, Z] +[Y,adx Z]

adx [Y, 7]

I~

przy czym w momencie = skorzystaliSmy z tozsamosci Jacobiego.

Komutator jest bardzo przydatnym narzedziem, wzglednie latwym do obliczen i zastosowan. Jednak formalna defi-
nicja niewiele méwi nam o jego znaczeniu, ani czym tak naprawde jest. Na szczescie, w przypadku pdl wektorowych
na rozmaitosciach mozemy nada¢ komutatorowi pewnej intuicyjnej interpretacji, dzieki jego powiazaniu z pochod-
nymi Liego. Aby jednak do tego doj$¢, musimy wroci¢ do pol wektorowych
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7 Pola wektorowe, cz.2.

Czesto rozwazamy rozmaitosci, pomiedzy ktoérymi umiemy przechodzié dzieki funkcjom. Podobne przejscia chcieli-
bysmy realizowaé réwniez na polach wektorowych. W tym krotkim rozdziale oméwimy powiazanie poél, czyli opera-
cje/wlasnosé, ktora umozliwia wlasnie niejako przenoszenie pol miedzy rozmaitosciami.

Definicja 7.1. Niech zadana bedzie funkcja gtadka miedzy rozmaitosciami M i N, h € C®(M;N), oraz pola
wektorowe X € T(TM), Y € T”(N). Pole wektorowe X nazwiemy h-powigzanym z polem Y, gdy dla dowolnego
punktu p € M zachodzi

dph(X) = Ya(p)

Fakt:Pole wektorowe X na M jest h-powigzane z Y na N wtedy, i tylko wtedy gdy V f € C*(N;R) zachodzi
X(foh)=(Yf)oh
Dowdd. Niech f € C” (N;R)
dph (X) f= }/}L(p)f
X, (foh)= iy

(X (foh))(p)=(Y[foh)(p)

X(foh)=Yfoh
O

Twierdzenie 7.1. Niech zadana bedzie funkcja gtadka h € C*(M;N). s
Niech pola wektorowe X,Y € T (TM) bedg h-powigzane odpowiednio z polami X,Y € I'°(N). Wéwczas komutator
[X,Y] jest h-powigzany z komutatorem [X,Y], ten.:

dyh[X,Y], = [X,f/]h(p)

Dowdd. Niech f € C*(N;R). Wowczas

Tak samo spelnione jest

Zatem
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Twierdzenie 7.2. Niech funkcja h bedzie dyfeomorfizmem pomiedzy dwoma rozmaitosciami, h € Dif f(M;N).
Wowczas dla kazdego gtadkiego pola wektorowego na M istnieje doktadnie jedno h-powigzane z nim pole wektorowe
na N.

heDiff( M;N) = V¥V X eI (I'M) Y eI’ (T'N): dh(X)=Y

Dowdd. Twierdzenie wynika bezposrednio z wlasnosci dyfeomorfizmu h, jako ze:

(7 X)o1g)

Yy = dp-1(h (X)

Co w praktyce oznacza, ze ponizszy diagram komutuje:

M N

x| [rox v

™M TN

8 Pochodne na romaitosciach

Do tej pory nasze rozwazania skupione byty na rozmaitosci oraz przestrzeniach stycznych do niej. Wygodnym byto
przy tym wykorzystanie pewnych intuicji zwigzanych z pochodnymi, wiazacymi sie z wektorami stycznymi. Jednak
formalnie nie wprowadziliSmy struktur r6zniczkowych - mozna przypuszczaé, ze bedziemy je konstruowaé nie tylko
dla funkcji, poniewaz dla nich formalizm derywacji byt w pelni wystarczajacy. Postaramy sie teraz wprowadzi¢ ogoél-
niejsze pojecie pochodnej - beda one zwigzane z polami wektorowymi, omawianymi we wczesniejszych rozdziatach.
Wprowadzane w tym rozdziale pochodne traktowaé¢ mozna analogicznie do pochodnych kierunkowych w przestrzeni
R".
Przypomnijmy, ze pochodna w klasycznym rozumieniu, okreslona dla funkcji f € C*°(R;R), zadana jest jako iloraz
rézniczkowy:

df v ._ .. fE+h) = ()

—(t) := lim ¥————~=

dt h—0 h
Chcielibysmy zastosowaé¢ podobna metoda - jednak na rozmaitosci nie mamy zadanego dziatania dodawania. Na-
lezy znalezé inny sposéb, aby w kontrolowany sposéb przesunaé sie z punktu p do innego, znajdujacego sie w jego
otoczeniiu punktu ¢. Znamy juz narzedzie, ktére moze temu stuzyé - sa to potoki lokalne pél wektorowych. Przy nie-
wielkich zmianach parametru przesuwaja one bowiem punkty. Bedziemy chcieli zatem liczy¢ pochodne z funkcji, jak
rowniez z pol wektorowych. W przystosci, w rozdziale poswieconym formom rézniczkowym, wprowadzona zostanie
dodatkowo pochodna pola kowektorowego (na tym kursie jej znaczenie jest mniejsze, wzmiankowana jest jedynie
na potrzeby ¢wiczen - aby studenci nabrali praktyki).

Definicja 8.1. Niech M - rozmaitosé gltadka, X - gtadkie pole wektorowe, zadajace potok F X, f - gladka funkcja.
Pochodng Liego funkcji f wzdluz pola wektorowego X w punkcie p € M nazywamy:

f(F () - fp)
7

(Lxf), = lim

Oczywiscie, podobnie jak w przypadku klasycznych pochodnych, formalna definicja nie jest szczeg6lnie przydatna
w przypadku liczenia pochodnych.

Twierdzenie 8.1. Niech X - gtadkie pole wektorowe na rozmaitosci M, f - funkcja gtadka na M. Wowczas zachodzi:

Lxf=Xf
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Powyzsze twierdzenie nie powinno nas szczegélnie dziwié - to wlasnie pole wektorowe dyktuje potokowi (a tym
samym - pochodnej) jak bardzo ,odlegle” sa kolejne punkty. Podrézujac z potokiem, podazamy za wektorami pola.
W celu glebszego zrozumienia zagadnienia, dowod twierdzenia pozostawia sie studentowi.

Niestety, podobna intuicja nie umozliwia wprowadzenia definicji pochodnej pola wektorowego Y wzdtuz pola X.
Dzieje sie tak, poniewaz formalnie skonstuowana wiazka styczna do rozmaitosci jest tak naprawde zbiorem zupelnie
odizolowanych, réznych przestrzeni - przestrzeni stycznych w punktach. Nie jesteSmy w stanie poréwnaé obiektow
znajdujacych sie w réznych przestrzeniach.

Y, eT,M Y, e T,M
Rozwiazaniem tego problemu jest przejscie przez rozmaito$é. Bedziemy chcieli zatem:
# wyjs$¢ z naszego poczatkowego punktu p
% przejs¢ kawalek wzdluz potoku, az do punktu FtX (p)
# wejs¢ do przestrzeni stycznej, zobaczy¢ jak wyglada tutaj pole Y, zapamietaé je
# wroci¢ do rozmaitosci i cofnaé sie wzdluz potoku, wracajac do punktu p
#*

wejsé do przestrzeni stycznej w punkcie p, odwzorowaé zapamietany wektor i wtedy dopiero poréwnaé go
z polem Y,

Procedure powtarzamy dla coraz krotszych odcinkéw. Formalny zapis powyzszego wyobrazenia przedstawia ponizsza
definicja.

Definicja 8.2. Niech M - rozmaitos¢ gtadka, X - gtadkie pole wektorowe zadajace potok FX, Y - gtadkie pole
wektorowe (ktoérego zmiany chcemy zmierzy¢). Pochodna Liego pola wektorowego Y wzdtuz pola wektorowego X
nazywamy:

(F3), Yex( - Y,
T « Fo ()T e
(ﬁxy)p = 11_1)18 7

Pochodna pola wektorowego wzdluz innego pola méwi nam, jak bardzo jedno zmienia si¢ wzgledem drugiego.

Podobnie jak w przypadku pochodnej Liego z funkcji, tutaj tez definicja formalna nie jest przydatna podczas
czestych obliczent (w tym przypadku moze by¢ nawet mniej zrozumiala).

Twierdzenie 8.2. Niech X,Y to gtadkie pola wektorowe na M. Wowczas:
LxY =[X,Y]
Twierdzenie to nadaje catkowicie abstrakcyjnemu komutatorowi pewien sens praktyczny.
Dowdd. Na poczatku chciatem zaznaczy¢, ze wykorzystane w dowodzie rozwinigcie w szereg budzi pewien niepo-

koj, poniewaz cho¢ wydaje sie logiczne, nie stosowaliSmy tego wczesniej. Przydataby sie wczesniej jakas wzmianka
o zbieznosciach na rozmaitos$ciach, dowdd rozwiniecia w szereg?

1
(EXY)pf—gmg(dF Vi) = V) f
1
=1§%g(dF—tYFtX(p)f Y,f)
1 X
-y} O (72 F3) 12
e 1
Slim g (Vi) f =t Y (XS + O (1) f =, )
1
= lim (Yexpyf = Yo f) +1m O () f = lim Vi ) X f

2 (Lx (Y1), +0-Y,Xf

LX,Yf-Y,Xf
=[X. Y], f

Przy czym:
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#® _skorzystaliSmy z rozwiniecia funkcji w szereg wzgledem (—t) w otoczeniu zera:
00 tk:
X k
JoF =f+) -X"f
k=1

#® - wykorzystaliSmy definicj¢ pochodnej Liego funkcji, traktujac Ypx () f jako funkcje wyjsciowa

¢ - wykorzystaliémy twierdzenie o interpretacji pochodnej Liego funkcji rzeczywistej

Fakt: Z powyzszego twierdzenia nasuwaja sie pewne wnioski:
Dla gtadkich pol wektorowych X,Y € T'™°(TM) zachodzi:

¥ LyY e T(TM)
3*‘ ,CyX = —,CXY

% dla h € Dif f(M; M) zachodzi
P (EXY) = Lh*X (h*Y)

Dodajmy jeszcze jedno twierdzenie, udowodnienie ktorego pozostawimy studentowi jako ¢wiczenie:
Twierdzenie 8.3. Niech X,Y € (T M). Wowczas:
LxLy —LyLx =Lxy]

W dalszej czesci rozdziatu bedziemy dociekaé, jakie wnioskowania mozna prowadzi¢ na podstawie pochodnych poél
wektorowych.

Definicja 8.3. Jesli dla pol wektorowych XY zachodzi:
V feC”(M;R) [X,Y]f=0
wowczas mowimy, ze X 1 Y komutuja i piszemy [X,Y] =0

Przyklad 8.1. Pola wektorowe zadane poprzez wspolrzedne mapy (U, ¢), tzn. pola postaci:
o 30)
0o’ Ol

Definicja 8.4. Niech zadane bedzie pole wektorowe X € T'°(T'M) generujace potok X
Pole wektorowe Y € I'™°(T'M) nazywamy niezmienniczym wzgledem potoku pola X, gdy

komutuja.

b's
(Ft )* }/;7 = YFtX(P)
dla kazdego (¢, p) nalezacych do dziedziny potoku.

Twierdzenie 8.4. Niech dana bedzie funkcja h € C*(M;N) oraz pola wektorowe X € T(TM), X € T*(N),
generujgce potoki odpowiednio FX, FY.
Pola X, Y sq h-powigzane, wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu (t,p) dziedziny potoku F X zachodzi:

Foh=hoF"

Rownowaznie, gdy ponizszy diagram komutuje:

M SN
X ‘ J P
M 5 N



Dowad.

-
Rozwazmy krzywa v : (a,b) - N zadana jako:
b'e
y(t) = n(F (p))
Rozwazmy wektory styczne do tej krzywej:
X 1
() = (ho F*(p)) (1)
4 X !
= e (F™ (9)) (t)
.
= e XX (p)
hd
= Yh(rX ()
v(t)
Gdzie:
& - wykorzystalismy definicje odwzorowania stycznego do wektora zadanego przez krzywa:
he[v] = dh[y]:=[ho~]
#® - korzystamy z wlasnosci potoku pola wektorowego
¢ - wykorzystaliémy h-powigzanie pél X oraz Y
Oznacza to, ze 7 jest krzywa catkowa pola Y, co dowodzi tezy
—
Przeprowadzany bardzo analogicznie:
I
heX, = ha ((F¥ (1)) (0))
= (no F¥m) (0
I
£ (FY o h(p)) (0)
I
(F (h(p))) (0)
= Lh(p)
Gdzie w momencie ¢ wykorzystujemy zaltozenie dotyczace potokow O

Warto teraz zobaczy¢, jak powyzsze twierdzenia i definicje tacza sie ze soba.

Twierdzenie 8.5. Niech X,Y € T*(TM) to pola wektorowe generujgce odpowiednio potoki FX, FY. Wowczas
ponizsze stwierdzenia sq rOwWNOWazne:

* [X,Y]=0
®# LxY =0
€ pole X jest niezmiennicze wzgledem potoku rY
& FXoF =F o F¥
Oczywiscie powyzsze warunki sa symetryczne.
Dowdd.

k=% wynika bezposrednio z twierdzenia o interpretacji pochodnej Liego pola wektorowego
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#—<¢: Niech R Y
Y(t) = (F_t)* Xp¥ (p)

Wowezas Y (0) = X,. Przedstawmy ¢ =t + s

iy d
Y(to)—g

{(F—Yt)* XFtY(p)}
t=to

{ (FXEO_‘s)* XF%H(P)}
s=0

(Ffto)* (Ffs)* XF%(FZ@))}

4
ds

{ (%), XFZ(FtYO(p))}
s=0

zatem badane pole nie ewoluuje w czasie.

f8—%: Poniewaz

zatem:

e =% wynika z faktu, ze pola te sg powigzane poprzez wzajemne potoki. O

Chcieliby$my teraz wykorzystaé jeszcze w jakis sposob komutacje pdél wektorowych. Dwa nastepne twierdzenia nam
je zilustruja.

Twierdzenie 8.6. Niech M to gtadka rozmaitosé wymiaru dim M = m.

Niech {vj}jzl, k < m to uktad pol wektorowych, liniowo niezaleznych w kazdym punkcie rozmaitosci. Wowczas
ponizsze stwierdzenia sq rOwWNOWazne:

# w otoczeniu dowolnego punktu p € M istniejq wspdtrzedne mapy @ = (cpi), takie ze:

[0

£ [Ui,'l}j]

1l
o
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Dowd6d powyzszego twierdzenia jest bardzo techniczny, jednak nie odnosi sie do zaiteresowan kursu, stad zostanie
pominiety.
Twierdzenie 8.7. Niech M to m-wymiarowa rozmaitosé gtadka, X, Y € T (TM). Wowczas dla dowolnego punktu
p € M krzywa zadana jako:
Y X Y X
’Yp(&') = F—\/EOF—\/EOF\EOF\/E(Z))

jest dobrze okreslona dla odpowiednio matego € > 0 oraz zachodzi:

d
d_sf)/p(g) = [X7Y]p
e=0

P2 = F‘/YE(M)

X
e = F7 ~(p
P3 ,/_‘(!2) y

X
p1 = Frz(p)

Dowdd. Dla wystarczajaco malego e > 0 caly opis miesci sie w jednej mapie (U, ). Podobnie, jak w dowodzie
twierdzenia 8.2 wykorzystamy rozwiniecie w szereg:

oo _k
feC®(M;R) A XeT™(TM) = foFtX=f+Z%-ka
k=1

9 Dystrybucje na rozmaitosciach

W matematyce i fizyce hasto ,dystrybucja’ znajduje wiele definicji. W naszym przypadku bedzie jednak oznaczalo
uogblnienie pojecia pola na wiele wymiaréw. Rozumowania prowadzone beda analogicznie do wprowadzania poél
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wektorowych. Réwniez, podobnie jak pola wektorowe zadaja krzywe calkowe - jednowymiarowe, ,powyginane”
krzywe przebiegajace przez rozmaitosé, dystrybujce beda zadawaly wielowymiarowe plaszczyzny, utozone jedna
na drugiej.

Definicja 9.1. Niech M to m-wymiarowa gltadka rozmaitosc, zas k € {1, 2, ..., m}.
k-wymiarowg dystrybucja D na rozmaitosci M nazywamy odwzorowanie

D:M->TM
D:p— D,

takie ze dla kazdego punktu p € M D, jest k-wymiarows podprzestrzenig liniowa w T, M.

Oczywiscie, dystrybucje mozna dzieli¢ ze wzgledu na rézne kryteria. Ponizsze definicje przedstawiaja kilka takich
specjalnych grup. Nas, jak w przypadku wiekszosci zagadnien, interesowaé¢ bedzie tylko specyficzna grupa dystry-
bucji: dystrybucje gtadkie.

Definicja 9.2. Dystrybucje nazywamy gladka, w punkcie p € M, gdy istnieje podzbior otwarty U C M, p € U € 1)y
oraz gtadkie pola wektorowe X; € I°(U), i € {1,2, ..., k}, takie ze:

VgeU D,= Span({Xi(Q)}i‘ll)

Definicja 9.3. Pole Y € I'°(U) nazywamy stycznym do dystrybucji D gdy ¥V p € u Y,eD,
Zbior pol stycznych do dystrybucji D oznaczamy 2" (D)

Przyktlad 9.1. Dystrybucje moga by¢ rozpinane przez pola wektorowe. Najprostrzym przyktadem bedzie dim D =1
D, = Span (Xp) = {/\Xp t A€ R}
Woéwczas polem stycznym bedzie
YeZ(D)=Y=fX feC”(MR)
Dystrybucje moga charakteryzowaé powiazania dziedziny z jej obrazem.

Definicja 9.4. Rozmaitoscia catkowa dystrybucji D na rozmaitosci M nazywamy spojng podrozmaitos¢ N ¢ M,
taka ze

VpeN D,=T,N

Zrobimy teraz pewien wtret topologiczny. W powyzszej definicji pada okreslenie ,spojna” podrozmaito$é. Ogolniej
mozna méwic o przestrzeniach topologicznych spojnych - jak nazwa wskazuje, sa to przestrzenie ktoére tworza niejako
jedna calosé. Definicja przestrzeni spdjnej jest specyficzna - polega na okresleniu, czym przestrzen spojna nie jest:

Definicja 9.5. Przestrzen topologiczna nazwiemu spojna, jesli nie mozna przedstawi¢ jej jako sumy dwoch roz-
tacznych zbioréw otwartych.

Fakt:Przestrzenn topologiczna jest spdjna wtedy i tylko wtedy, gdy jedyne zbiory bedace zarazem otwarte, jak
i domkniete, to zbioér pusty i cala przestrzen.

W przysztosci przyda nam sie jeszcze jedno okreslenie: przestrzen drogowo spojna.
Definicja 9.6. Przestrzen topologiczng M nazwiemy drogowo spojna, jesli dla dowolnyh punktow p, ¢ € M istnieje

funkcja ciagta:
fo01]—M

taka ze f(0) =pi f(1) =q.
Funkcje taka nazywamy droga

Fakt: Jesli przestrzen topologiczna jest drogowo spojna, to jest spdjna.
W przypadku rozmaitosci, mozemy p6jsé¢ o krok dalej:
Ciekawostka: Rozmaito$¢ rozniczkowalna jest spéjna, wtedy i tylko wtedy, gdy jest drogowo spdjna.
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(a) (b)

Rysunek 10: Przyktady przestrzeni topologicznych (z naturalna topologia), ktore nie sa spojne.

Definicja 9.7. Dystrybucje D na rozmaitosci M nazywamy calkowalng, gdy dla kazdego punktu p € M istnieje
rozmaitosé catkowa dystrybucji D zawierajaca p

Innym aspektem dystrybucji moze by¢ charakteryzowanie jej ze wzgledu na stycznej do niej pola wektorowe. Oczy-
wiscie wygodnie jest, gdy dystrybucja jest zamknieta na komutacje pol - jest to w koricu jedno z podstawowych
dziatan, ktorymi operujemy.

Definicja 9.8. Dystrybucje D nazywamy inwolucyjna, gdy dla dowolnych pdl stycznych X,Y € 2°(D) zachodzi
LxY € %(D)

Przy czym nalezy pamietac, ze z twierdzenia 8.2 zachodzi LxY = [X,Y]
Warto zauwazy¢, ze dystrybucje catkowalne sa podzbiorem inwolucji:

Fakt:Kazda catkowalna dystrybucja jest inwolucjg.

Dowdd. Skoro dystrybucja D jest calkowalna, gdzie N - rozmaitosé catkowa dla D, to
X, Ye 2(D) = X,Y eI'"(TN)
za$ wiemy, ze dla dowolnej rozmaito$ci M zachodzi:
VY A,BeT®(TM) = [A,B]eT*(TM)

Zatem
[X,Y]eTI”(TN)

Intuicyjnie, skoro D jest calkowalna, to daje nam ona calg TN, zas (T'N,[-,-]) jest algerbg Liego.

Gdy jednak rozwazamy dystrybucje gltadkie, powyzszy fakt umacnia sie ponizszym twierdzeniem:

Twierdzenie 9.1 (Frobeniusa). Gladka dystrybucja jest catkowalna, wtedy i tylko wtedy gdy jest inwolucjq.

Dowdd. = z powyzszego faktu.
—: ustalmy p € M oraz jego otoczenie p € U € 1), takie ze (U, ¢) jest mapa.

D| = Span{Yi}i_,

U

gdzie pola wektorowe Y; € I'™ (T’ M) sg liniowo niezalezne. Wowczas:

o 0
Y, = Zau (8_<pl)

=1
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Konstruujemy macierz A = [a;; ] Poniewaz kolejno$é numeracji jest naszym wyborem, zatem ustawiamy nieosobliwa
klatke k X k na poczatku (fakt, ze taka klatka istnieje, wynika z niezaleznosci p6l wektorowych Y;).

-1

B = [bij] A= [ B resztal}

Wowczas:

BA = { id resztag]

Uzyskujemy zatem nowe wektory (i = 1,...,k):

a m 8 o
Xi=( i)+ Z Cil(_l) cilEC (M,]R)
dp =kt 1 dp
Nalezy zauwazy¢, ze:
D| = Span{X}i., = Span{Vi};-,

U

W praktyce zatem zastosowana przez nas modyfikacja obrocita i potencjalnie przeskalowata pola wektorowe. Na-
stepnie zauwazamy, ze:

=[5 5 ) (). 5,65
|l a8 Go) £ )

Istotne jest, ze pozostaja jedynie wyrazy o indeksach wyzszych niz k. Mozemy bowiem o tym komutatorze powiedzieé
co$ wiecej - skoro D jest inwolutywne, zatem:

[Xi, X;]€ D| = Span{X.}eo,
U
Wynika stad, ze
diji =0
Co oznacza, ze:
|:X7,7XJ:| = 0

Zatem potoki tych p6l komutuja. Tym samym dla kolejnych ¢; € R:
Ft)fl o Ft);z o..0 Ft):"' (p)
rozpina rozmaitos¢ catkowalna O

Przyklad 9.2. Niech nasza rozmaitoscia bedzie trojwymiarowa przestrzen: M = R?’, T,M = R? Zadamy pola
wektorowe w postaci:

)

X=( x)+g(x,y)'(

3]s

D = Span {X,Y}

Y

I
Fle gl
Flo §le

oraz dystrybucje:
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Zauwazmy, ze komutator tych pél ma postac:

Oh Og 0
x=(5:-5) ()
Do obliczenia komutatora najwygodniej wykorzystac¢ twierdzenie 6.1.
W reprezentacji w przestrzeni R* pola wektorowe maja postac:

_ L -
X = 0
L 9(z,y) |
- 0
Y = 1
| Wz, y) |
Chcieliby$my, aby nasza rozmaitoscia, caltkows, byta powierzchnia zadana rownaniem:
z= f(z,y) =0
Woéwczas:
of(z,y)
X(G=f@y)=-—75 " +9(@y) =0
of(z,y)
Y (2= f(a,9)) = = L 4 b, y) = 0

Powyzsze rownanai zadaja nam funkcje g, h wykorzystane do stworzenia pol wektorowych. Jednak, z oczekiwanego
zerowania sie komutatora otrzymamy warunek, jaka funkcje musimy wybra¢ aby uzyskaé¢ rozmaitosé catkowalna:

o 0 0 0
oy oz’ = 9z g7

10 Foliacje

Zostawimy teraz dystrybucje na rozmaitosci i zajmiemy sie analogiem krzywych catkowych w wyzszych wymiarach.
Krzywa catkowa byla funkcja, ktora przenosita odcinek osi rzeczywistej (czasu) na rozmaitosé. W przypadku foliacji
chcemy uzyskaé k-wymiarowe ,powierzchnie”, ktére natozone jedna na drugiej utworza cala rozmaito$é. Dodatkowo
bedziemy chcieli, aby takie ,powierzchnie” realizowaly sie jako podzbiory powierzchni k-wymiarowych w jakiejs
mapie. Mozemy mysleé¢ o tym nastepujaco: ryza papieru zbudowana jest z pojedynczych, dwuwymiarowych kartek.
Jedli umiejetnie taka ryze skrecimy, mozemy uzyskaé torus z wnetrzem. Pojedyncze kartki moga by¢ bardzo pogiete,
pogniecione - ale wypelniaja cale wnetrze torusa. Nasza mapa w tym przypadku bedzie wyprostowanie kartek tak,
aby ponownie uzyskaé ryze papieru.

Obecny rozdzial rozpoczniemy od kilku prostych przyktadéw - oprzemy sie na powyzszym opisie, aby zbudowaé
pewna intuicje. Zapomnijmy na razie o wymogu ,realizowania podzbioréw k-wymiarowych powierzchni”, cokolwiek
by to nie znaczylo. Sprébujmy po prostu skonstruowaé pojedyncze warstwy - tzw. liscie, ktore w ciekawy sposob
tacza sie, tworzac znane nam rozmaitosci. P6zniej dopiero wprowadzona zostanie definicja, a po niej - doktadniejsze
przyktady.

Przyktad 10.1. Torus dwuwymiarowy T? moze zostaé zdefiniowany na rézne sposoby. Wiekszosé z nich prowadzi
do pewnej intuicyjnej foliacji.

# wybierzmy continuum wiele koppi jednego okregu - jesli ustawimy je wszystkie pionowo w okregu, otrzymamy
torus

% jesli wybierzemy ponownie okregi, jednak réznego rozmiaru (nie dowolne), mozemy je utozyé¢ poziomo na sobie
tak, aby ponownie skonstruowaé torus

Obie powyzsze intuicje faktycznie tworza foliacje. Ich geneza jest definicja torusa poprzez iloczyn kartezjanski dwodch

okregow:
T°=8"x 5"
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Wowczas powyzsze foliacje mozna zapisaé¢ jako:
1 1
| x5 L $" x {p}
peT? peT?

Torus jednak mozna przedstawié¢ jako prostokat o utozamionych brzegach. Wtedy powyzsze foliacje sa zbiorem
pionowych i poziomych prostych. Zastanowi¢ sie mozna, co sie stanie gdy zadane proste beda pochylone pod pewnym
katem. Prowadzi to do kolejnych rodzin foliacji, zaleznych od kata «:

Q - wowczas krzywe sie zamkna
tan (a) € { R\Q - wowczas krzywe si¢ nie zamkna,

Rodzi to pewien problem - podczas rozpatrywania torusa jako rozmaitodé rézniczkowa, patrzymy tylko na pewien

Rysunek 11: Rozowe (jasniejsze) dcinki zawarte w kwadracie tworzacym torus - ich zageszczenie tworzy foliacje

maly zbiér otwarty. Mozemy widzie¢ na nim wiele linii pochodzacych z tego samego lidcia, zatem podczas definicji
w jakis sposob nalezy to uwzglednié.

Przyktlad 10.2. Foliacja Reeba - ponownie dotyczy torusa, jednak tym razem rozwazamy torus wypelniony. Nalezy
przy okazji przypomnie¢, ze nazwa ta moze byé¢ mylaca - torus z wnetrzem /torus wypelniony w naszym rozumieniu
nie zawiera w sobie oryginalnego torusa. Zewnetrzna warstwa, ktora stanowitby taki torus, jest brzegiem wypelnio-
nego torusa - uwzglednienie brzegu stanowitoby to problem podczas rozwazaii rozmaitosci, poniewaz wymagatoby
uwzglednienie zbioru domknietego. Jak wiemy, wszystkie operacje, ktore omawiamy tylko w kontekscie zbiorow
otwartych.

Foliacje torusa z wnetrzem skonstruujemy w oparciu o funkcje analityczna:

x2
f(z) = eXP( 2)

11—z

Rozwazamy te funkcje w przedziale x € (—1,1). Jesli teraz wykres tej funkcji obrocimy wokoél osi rzednych,
uzyskamy:

2 2
flz,y) =eXp(%)

1—a* -
Stworzymy docelowe liscie poprzez przesuwanie takich wykreséw o liczby rzeczywiste:
L, =a+ f(z,y) a€eR

Oczywiscie powyzszy zapis ma charater czysto symboliczny i intuicyjny, nie za$ Scisle matematyczny. Niemniej takie
powierzchnie wypelniaja walec (—1,1) X (—=1,1) X R. Aby zakonczy¢ foliacje, musimy zwinaé takie liscie i je skleié
ze soba, uzyskujac torus wypelniony.

Definicja 10.1. Niech M to m-wymiarowa rozmaitosé¢ gltadka. Rodzine drogowo spojnych podzbiorow:
F={LoCM: o€ B}

nazywamy k-wymiarowa foliacjz{l, gdy zachodza nastepujace warunki:

4T1umaczatc na polski: foliacja = rozli§énienie
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Rysunek 12: Wykres funkcji f(x) = exp (x—), bedacej podstawg foliacji Reeba

1-22

$M=UQEBL0¢
$VYVa#B LonL;=0

# dla kazdego punktu rozmaitosci p € M istnieje taka mapa (U, ), p € U, ze jesli dla pewnego o € B przecina
si¢ ona z L, to sktadowe obrazu ¢ [U N L, ] sa podzbiorami uktadu plaszczyzn zadanych jako:
{feplU]: Yi>k =x;=consteR}

Zbiory L, nazywamy lis¢émi foliacji.
Zbiory (U n L), nazywamy plakietkami foliacji w mapie (U, ).
Mapy, spelniajace ostatni warunek, nazywamy mapami foliacji.

Ostatni warunek powyzszej definicji moze wydawadé sie bardzo nienaturalnym (przynajmniej w takim sformutowaniu)
- stad rozpoczeliSmy od opisu oraz przykladow. Wygodnie jest rozwazyé ponownie te przyktady, zadajac jednak
foliacje poprzez rownania rézniczkowe - lacza sie one przeciez z polami wektorowymi.

Przyktad 10.3. Foliacja na krzywe

¢ ~

AY
S,
~
/\ > =

Nl

ATTN

u @1v]

Rysunek 13: Krzywe na rozmaitosci przechodza na odcinki zawarte w nieprzecinajacych sie prostych

Przyktad 10.4 (foliacja Reeba). Naszym réwnaniem bedzie:

d
% = tan (z)
Wowczas liscie sa okreslone rownaniem:
1
=1In +c
4 cos(x) ’

gdzie ¢ € R jest indeksem numerujacym liscie. Dalej postepujemy zgodnie z opisnem w przyktadzie przed definicja.
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Przyktad 10.5 (torus). Rownaniem, ktore zada nam foliacje bedzie:

dy

—=a€R

dr = ©
Wowczas, dla kazdego ustalonego o uzyskujemy:

y=ar+c

gdzie ponownie ¢ € R jest indeksem numerujacym liscie. Taki zapis jest dorby, gdy myslimy o torusie w postaci:
T? = R* | (Zy X Zy)

Powyzszy zapis moze nie by¢ jasny dla wszystkich: dzielimy przestrzen R? w szachownice i utozsamiamy te punkty,
do ktérych mozemy dojéé poprzez skoki o liczby catkowite wzdtuz osi.

11 Formy rézniczkowe

Definicja 11.1. Polem kowektorowym na rozmaito$ci M nazwiemy gladkie ciecie wiazki kostyczne;j:

w: M —T'M

Uwaga! Alternatywnie pole kowektorowe nazywane jest 1-forma rézniczkows lub 1-forma na rozmaitosci
Przypomnijmy, jak zadane sa r6zne odwzorowania zwiazane:

M5
™ 25 TN
M S TN
W naszych rozwazaniach bedziemy chceili, aby N = R. Wéwczas stosujemy notacje: hy = dh, przy czym odczytujemy

dh jako pole kowektorowe, zas d,h jako konkretny kowektor, bedacy realizacjg pola kowektorowego w punkcie p € M.

Taka notacja przyda sie¢ podczas definiowania naturalnej bazy, powigzanej z mapa. Wezmy bowiem mape (Uyp),
m

¢ = ("), edzie oczywiscie m = dim M. Wiemy, 7e " € C* (M;R). Zbior:

{(%)} cT,M
09" /) 1

jest baza przestrzeni stycznej w punkcie. ChcielibySmy mie¢ podobng baze w przestrzeni dualnej, roéwniez induko-

wang przez mape. Na ¢wiczeniach studenci beda doktadniej rozwazacé baze przestrzeni dualnej, na potrzeby wyktadu
sy m
baza ta zadana jest jako zbidr {dpgoj }j:1 i jest to baza jak najbardziej naturalna, tzn:

| b , ,
oo )] 7=
p

Zapis ten przedstawia definicje dzialania, sposdb postepowania podczas podstawowych obliczen. Czesto wygodnym
jest jednak powyzsze dzialanie zapisa¢ inaczej. Przypomnijmy, ze dziatanie kowektora w € T M na wektor v € TM
okre$lamy naturalnym parowaniem i zapisujemy czesto jako:

(w,v) 1= w (v)
Uznajac powyzsza baze, zapiszemy:
df = Z ajdgoj
j=1
Poniewaz zachodzi:

0
<df, (9_ij> = ay
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Zatem zapiszemy to szybciej:
m
Z of o
o Oy’
Oczywiscie jest to tylko przyktad. W ogélnosci, na 1-formy bedziemy najczesciej patrzeé w oderwaniu od zadajacych

je funkcji.
w = Z wj - d<pj
j=1

Ponownie, najbardziej interesujace sa 1-formy gtadkie:

Twierdzenie 11.1. I-forma £ jest gtadka, wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego punktu rozmaitosci p € M istnieje
mapa pokrywajgca ten punkt (U, ¢), p € U, taka ze

=Y & dy' & eC” (MiR)
j=1

Innymi stowy, jak w kazdym poprzednim przypadku, interesujacy nas obiekt jest gtadki wtedy i tylko wtedy, gdy
jego wspolrzedne sa gladkie.

Dowdd. Dowodd przebiega nalogicznie do poprzednich. O

Takie rozumowanie jest bardzo naturalne, intuicja jest wprowadzana od poczatku kursu - jednak ciezko si¢ na tym
pracuje. Mamy jednak jeszcze jedno narzedzie, ktére mozemy wykorzystaé: naturalne parowanie. Samo naturalne
parowanie moze by¢ traktowane jako odwzorowanie dwuliniowe:

(,): T"M xTM — R

Powyzszy zapis jednak nie jest $cisty: naturalne parowanie definiuje sie dla wektora i kowektora zaczepionych w tym
samym punkcie. Dlatego mozemy rozwazaé¢ pare dualna w sposoéb troche inny. Oto6z, jesli za argumenty naturalnego
parowania przyjmiemy kolejno pole kowektorowe i pole wektorowe, wowczas otrzymamy funkcje zalezna od punktu
poczatkowego:

M 3 pr— (w(p), X(p)) — (w(p, X(p)) =t (w, X), ER

Oznacza to, ze w przypadku calych przestrzeni, naturalne parowanie traktowaé nalezy jako:
(,+): Map(M;T*M)x Map (M;TM) — Map (M;R)

Poniewaz takie dzialanie jest definiowane punktowo, zatem zachowuje swoja wlasnosé dwuliniowosci. W szczegol-
noséci, dla ustalonych w, X odwzorowanie zadane naturalnym parowaniem jest funkcja rzeczywista:

(w,X): M —R

Twierdzenie 11.2. 1-forma ¢ jest gtadka, wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego pola gtadkiego Z € T (TM)
nastepujgce odwzorowanie jest gtadkie (€, Z) € C* (M;R)

Gladkie pola kostyczne oznaczamy:
EeT” (T M)

Dowdd. content... O

Chcemy teraz przej$¢ do k-form, jednak zanim to nastapi wprowadzimy pochodna Liego z pola kostycznego. Jej
wlasnosci bedziemy bada¢ w ramach ¢wiczeil, na razie podajmy jedynie definicje. Nasze postepowanie w tym
przypadku jest bardzo podobne do postepowania w przypadku pochodnej pola wektorowego, jednak nasze dziatanie
dziala w druga strone, stad nie ma potrzeby niejako ,wracania”.

Definicja 11.2. Niech zadane bedzie pole kowektorowe w € I'(T*M) oraz pole wektorowe X € T'” (TM).
Pochodng Liego pola kowektorowego w puncie p € M nazwiemy:

FtX *w - wp
<£Xw><p>:=ggg(( )t)p
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Przedstawimy tez dwa twierdzenia, udowonienie ktérych stanowi zadanie dla studenta:

Twierdzenie 11.3. Niech X € T”(TM), f € C*(M;R), w € T” (T*M). Wowczas:
Lx(fw)=Lxf -w+f-Lxw

Twierdzenie 11.4. Niech X,Y € T”(TM), w € T” (T*M). Wéwczas:

‘CX (w,Y) = (EXW,Y> + (w,ﬁXY)

Zadanie: Udowodnij powyzsze twierdzenia.
Zadanie: Znajdz wspotrzedne L yw w bazie indukowanej przez mape.

Przejdzmy teraz do k-form na rozmaitosciach. Rozpocznijmy od wprowadzenia notacji, ktérg bedziemy od tej pory
stosowali. Do opisu struktury, na ktérej bedziemy pracowaé, przydadza sie informacje przedstawione w rozdziale 1.
Antysymetrycznym iloczynem tensorowym k-tego stopnia przestrzeni kostycznej w punkcie p € M bedziemy okre-

slac: i i
N1y =11 (@ T;M)
j=1

przy czym wedlug konwencji dla k = 0 rozpatrujemy elemeenty ciata.
Kolejnym oznaczeniem bedzie:

NIy M = é /\T;M m = dim M = dimT) M
§=0

Oznacza to zebranie wszystkich poszczegélnych zbioréw form razem. Wowczas:
dim /\ T, M = 2™

Z takim wstepem notacyjnym rozpoczniemy wprowadzenie k-form na rozmaitosciach. Pierwsza przedstawiona de-
finicja ma charakter bardziej roboczy - zaczynamy od niej, aby méc prowadzi¢ pewne rozwazania. Te rozwazania
pokaza nam m.in. kolejne aspekty notacyjne, jak rowniez dlaczego pewne funkcje definiujemy tak, a nie inacze;j.

Definicja 11.3 (k-forma - wersja robocza). k-forma na rozmaitosci M nazwiemy odwzorowanie:

w: M—»/k\Tg‘M

Uwaga: czasami, dla zaznaczenia stopnia formy, nad litera piszemy stopien, tzn. jesli w jest k-forma, mozemy
zapisaé ja jako o@

Pamigtajmy rowniez, ze przy zadanej mapie (U, ) mamy naturalng baze rézniczek: {dcpj };n:l zadang na T M.
Chcemy przedstawi¢ dowolna k-forme w bazie powiazanej z mapa. Poniewaz nasze rozwazania, poki co, sa czy-
sto matematyczne, wprowadzimy tzw. wieloindeks (multiindeks) uporzadkowany, dzieki ktéremu nasz zapis bedzie

krotszy. Indeksem takim nazwiemy
Ik = (ila ey lk)

gdzie
141 <i9<..<ip=m

Mozemy ograniczy¢ sie do takich, uporzadkowanych wieloindekséw, poniewaz podczas rozpatrywania k-form wpro-
wadzilismy iloczyn antysymetryczny - wlasnie ta antysymetria pozwala ograniczy¢ sie do oczekiwanego porzadku.
Zatem nasza k-forma bedzie zapisana jako:

& (p) = > wr, (p) - dg™
Iy,

gdzie wy, to funkcja rzeczywista, za$ rozniczka zadana jest tzw. iloczynem zewnetrznym, ktéry zdefiniujemy za mo-
ment. ) _ _
dcpl’“ i=dp Adp™ Ao Adp™

Czym zatem jest iloczyn zewnetrzny?
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Definicja 11.4. Iloczynem zewnetrznym (unormowanym) nazywamy iloczyn postaci:

k
Wi A Ay i= S (k) 'H(®wj)

Jj=1

gdzie funkcja S : R — R spelnia nastepujacy warunek:
VageR S(a)-S(B)=5(a-p)
Funkcja S nazywana jest normowaniem

Normowania moga by¢ zadane réznymi funkcjami. Przyktadowe, najprostrze z nich to:

% S(a) =1
#* S(a) =a
% S(a) =+/|al

Wyboér normowania zalezy od autora, ktérego prace czytamy. Zauwazmy pewne wlasnosci normowania:
S(a)=8(1-a)=5(1)-S(a) = S(1)=1

1

1=5(1)=8(a-a')=5()-S(a!) = s(-): 1

5(a)

Zastandéwmy sie, jaka konwencje my powinni$my przyjaé - konwencja ta wynika¢ bowiem powinna z zastosowari
iloczynu zewnetrznego. Rozwazmy nastepujace formy:

k
li= WA Awy = S(k!)‘H(®wj)

J=1

(e’

k+r
b= wk+1/\.../\wk+T=S(r!)'H( wj>

J=k+1

k r
Czym bedzie a A p? Zauwazmy, ze:

k T
AAND=wi Ao Awi AWkt A oo A Wiyr

k+r
= S((k+r)!)H(®wj>

CS((k+)) k pasy
= SR S0 .H(S(kl)n<(§>wj) ® smm(j@l%))

=s((’f;r)).n(z®z)

Przy czym oczywiscie skorzystaliSmy z wtasnosci antysymetryzacji. Rozwazmy zatem bardziej konkretny przyktad:
chcemy ustali¢ czynnik mnozacy przy dziataniu:

(a1 Aag) (Y1 AY:)

Uczynimy to krok za krokiem:
2
acx do' ® da’ — dz’ ® dz'

I zadzialajmy tym na dwa pola wektorowe, Y7, Ys:

i (Y1,Yy) oc da’ (V1) - da’ (Ya) — da® (V) - da’ (V3)
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Czym jest dziatanie pojedynczego wyrazu?
(dz' ® d2®) (Y1 @ Yy = Yo @ V) = 2! (da® (V) - da® (Y2) — da® (V1) - da’ (V3))

gdzie czynnik 2! pojawia sie z powoddéw kombinatorycznych. Tej wlasnie kombinatorycznej czesci chemy sie pozby¢,
wprowadzajac normowanie. Zatem:

(a1 Aag) (Yo AYz) =21-5(2) - S (2) g7 - 57 (d2” (V1) - da” (Y2) = do”® (V) - do” (¥2))
Gdzie kolejne czynniki:

2! - jest to wspomniany wczesniej czynnik kombinatoryczny
S (2!) - pochodzi od normowania formy a; A ay

S (2!) - pochodzi od normowania pél wektorowych Y; A Y5

|=

o1 - pochodzi od rzutowania (antysymetryzacji) Il w formie

% - pochodzi od rzutowania (antysymetryzacji) II w polach wektorowych

Oczywiscie, skoro funkcja S nosi nazwe normowania, oczekujemy ze w powyzszym réwnaniu nastapi uproszczenie:

1 1

20-5(21)-S(2) - 5 5

1 2
Stad uzyskujemy:
VaeR: S(a)=1/]|a]

Oczywiscie, wielu autorow korzysta z inaczej zdefiniowanych normowari, w zaleznosci od wybranego tematu i inte-
resujacych zagadnien. Zatem nalezy bardzo uwazac.
Whiosek: przy unormowaniu kontrakcji iloczynu zewnetrznego otrzymamy:

b n b (k;r).n(z@,z)

Okreslilismy juz, w jakiej postaci bedziemy uzywaé iloczynu zewnetrznego, wypada teraz zastanowié sie nad jego
wlasnosciami.

Twierdzenie 11.5. lloczyn zewnetrzny A ma nastepujgee wtasnosci:
¥ (a+b)Ac=aAc+bAc
k . k
% anb=(-1)""bAa

# niech V to f-wymiarowa przestrzen lintowa. Wowczas:

f
Vwe/\VVaEV aAwz=0

Uwaga: Jesli dziatanie dodawania odbywa sie w obrebie form jednego wymiaru, wowczas nie mamy problemu z okre-
$leniem czym dodawanie jest. Jesli jednak formy sa réznego wymiaru, woéwczas dodawanie odbywa sie w najwiekszej,
piramidowej przestrzeni konstruowanej ze zbiorow wszystkich mozliwych form

Dowdd. Szczerze, ten dowod jest wyjatkowo banalny... O

Skoro juz wiemy tyle na temat form, potgczmy wszystkie przestrzenie, analogicznie jak wysumowaliSmy przestrzenie
styczne w punktach do calkowitej przestrzeni stycznej:

Definicja 11.5. k-ta potega zewnetrzna wiazki kostycznej nazywamy

/k\T*M = | /k\Tp*M

peEM
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Przypomnijmy:

k k
|| Azyar:= ) oy x \ 1y M

peM peM

Pamietamy réwniez, ze z takim sumowaniem wiaze si¢ dzialanie niejako odwrotne: rzutowanie na rozmaitosé:
k
*
m: NT"M — M
k
mTLA\D,Wy | 2D
Rozpatrujac rozmaitosé, wiele jej wlasnosci musimy analizowaé i rozumie¢ w mapach. Ponownie potrzebujemy,

korzystajac z zadanych map na rozmaitosci, indukowaé¢ mape na potedze zewnetrznej wiazki kostycznej. Wezmy
zatem mape na rozmaitosci M: (U, ¢). Mapa indukowana bedzie miala postac:

(W, )
k
W c /\T*U
~ k
p: (p, wp> — (@(p)7 {wlk (p)}lkel')

I,
=) wnde
U IneZ

dla &

Jestesmy teraz gotowi, aby zdefiniowaé¢ poprawnie k-forme. Ponizsza definicja nie powinna by¢ zaskoczeniem - jest
kolejnym, bardzo naturalnym krokiem po definicji pola wektorowego.

Definicja 11.6. k-forma rozniczkows na rozmaitosci M nazywamy gtadkie ciecie wigzki /\k T*M.

k
Zbior k-form na rozmaitosci M oznaczamy QF (M ) lub Q (M).

Oczywiscie ponownie pojawia sie warunek gtadkosci. Nie powinno dziwié, ze to badania gladkosci bedziemy wyko-
rzystywaé twierdzenia.

k
Twierdzenie 11.6. Niech w bedzie k-formg na rozmaitosci M. Wowczas nastepujgce stwierdzenia sq rownowazne:

% we 0F (M)

% dla mapy (Uyp):
k Iy, =)
w:Zw1k~d<p = VI, w, €C (M;R)
I

% dla dowolnych pol wektorowych Xy, ..., Xx € T (M) zachodzi:
5 (X, Xp) € C% (M:R)

Chcemy teraz badaé¢ zachowania form roézniczkowych. Wiemy, jak cofa¢ pola kowektorowe, jak zatem przeniesé¢ to na
formy roézniczkowe?
Niech zadane bedzie odwzorowanie gtadkie: h € C* (M; N), gdzie M, N to rozmaitosci gtadkie. Wowczas rozpatru-
jemy diagram:
h
M — N

T*M < TN
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Naturalnym jest uogélnienie dziatania transponowanego h*, dzialajacego na k-formach:

M SN

h*JB‘ j(f}

AT*M & AT*N
Tak, ze jesli (f)= dyy A ... A dyy,, wowczas:
h'f=foh, feC”(M;R)
jako ze funkcje sa 0-formami nastepnie:
* &= (h*dyy) A .. A (B*dyy)
Whiosek: Niech h to gladkie odwzorowanie rozmaitoéci gtadkich h : M — N, w,p € QF (N),a eR, f €
C*” (N;R). Wowczas:
% b (w+0)=h"w+h%p
% bW (a-w)=a-h'w
% W (wAp)=h'wAR
% h*(f-w)=h"f-h'w=(foh)h'w
Uwaga:
*
(h w)p (Xla 7Xk)p = Wh(p) (h*le () h*Xk)h(p)
Rozwazmy teraz wtasnosci iloczynu zewnetrznego, w kontekscie form rézniczkowych. Rozwazmy formy
e QF (M) be O (M)
Woéwczas: i
w A o€ Q" (M)
Jaka taka forma bedzie miala posta¢? Wezmy mape (U, p):

= Zwlk Cdg' 0= Z oy, - do”

Woéwczas:
k T I, J, I, J,
i (Tt (T a") = ¥ o e na
Iy, Jr Iy, Jr
Jednak tkwi w tym pewien szczegdl: otdz nowe indeksy nie musza byé uporzadkowane. Co wiecej, mozliwe ze na-
trafimy w nich na czynniki powtarzajace sie. Trzeba zatem rozwazy¢ wszystkie mozliwe wyniki. Zastosujemy teraz
pewna konwencje:
I j 0, jesi InJ +# @
de” Ndy' =
L { (-1)7U ) gl Gesli In g = @

przy czym Ly, to rezultat uporzadkowania zbioru I U J, za$ o (I U J) to liczba parzystosé permutacji zadanego
zbioru (2, gdy permutacja parzysta, 1 - gdy nieparzysta). Wowczas wynik dzialania ma postaé:
E T
wAe= Z wr, 07, * (‘UUU}CUJT) dp" T
I,0J,

acheca sie studentéw do szczegodlnie uwaznego przeanalizowania powyzszej notacji, poniewaz pozornie prosta ope-
racja kryje w sobie duzo uproszczen i zalozen.

k
Fakt: Dla form w, 0 zachodzi:
k T kr T k
WAO=(-1)"0AwW
Dzialanie to omawialiémy w ogélnym przypadku iloczynu zewnetrznego potegi zewnetrznej dowolnych przestrzeni
liniowych, tutaj jest jedynie sformutowany w kontekscie form rézniczkowych.
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12 Roézniczka zewnetrzna form

Pracujac na formach chceliby$my wprowadzi¢ pewng operacje rézniczkowania. Poniewaz mamy operacje mnozenia
zewnetrznego, musi by¢ ona z nim uzgodniona. Co wiecej, namiastke takiej pochodnej juz mieliSmy, nie wiedzac
jeszcze czym ona jest. Wychodzimy od O-formy, czyli funkcji ciagtej: f € C* (M;R). Z tej 0-formy mozemy uzyskaé
1-forme poprzez skonstruowanie odwzorowania stycznego df = f,.

fr—df

0 — forma — 1 — forma

Poniewaz potegowanie gwiazdek w indeksie jest niewygodne, pozostaniemy przy notacji d-, poniewaz by¢ moze
bedziemy chcieli rozpatrywaé iterowane roézniczki. Zauwazamy roéwniez, ze tak zadana rézniczka podnosi rzad formy
o jeden. Zilustrujmy teraz na przykladzie przestrzeni R? do czego dazymy.

Przyklad 12.1. Wezmy funkcje f € C*° (Rz; ]R). Woweczas jej rozniczka (a tym samym 1-forma jest:

0 0
df (z,y) = 8—£dx + 8—£dy

Chcemy teraz zrobié¢ nastepny krok:
fr—df v d(df)=d’f
Zgodnie z konwencja, bedziemy dokladaé¢ kolejne rézniczki do formy z lewej strony:

d2f(x,y) = (,%%dx Adx + %%dy Adz + (’%%dm Ady + %%dy Ady

Zauwazamy jednak, ze:
de ANdx=dyANdy =0 dr ANdy = —dy A dx

Poniewaz nasza funkcja jest bardzo porzadna, f € C*° (RQ; R), zatem zachodzi:

o9f_009f
Oy Oz ~ Oz Oy
Ostatecznie zatem )
d” f(z,y) =0

Te wlasno$¢ chcemy zachowaé¢ podczas konstruowania rozniczki. Okazuje sie, ze zadanie tylko kilku wlasnosci
jednoznacznie wyznacza rézniczke na dowolnej rozmaitosci.

Jesli skonstruujemy juz rézniczke, chcemy zobaczy¢ jak, zachowuje sie ona wzgledem mnozenia. Mamy iloczyn
zewnetrzny, powiedzmy ze wiemy jak dziala¢ rozniczka na forme, ale co z ich iloczynem? Aby do tego dojsé,
musimy wykorzysta¢ zamiane miejsc w formie:

d(o@/\ﬁ)=do@/\ﬁ+(—1)k”dﬁ/\fz
r kr(_l)k(r+1) k

GAD+(-1) & Adp
k

r k r
GAP+(=1)" @ Adp

1l
S QU

Definicja 12.1. Pochodna zewetrzna na rozmaitosci M nazywamy R-liniowe odwzorowanie:

d: Q(M) — Q(M)
takie ze:
% dla f € C” (M;R), X € I'° (T M) zachodzi df (X) = X f

% we OF (M) = dde 0" (M)
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¥ dod=0

Przy czym Q (M) zadane jest jako suma prosta:
N ok
QM) := P’ ()
k=1

Rozwazania dotyczace pochodnej prowadzone abstrakcyjnie, w oderwaniu od map zadanych na rozmaitosci M,
prowadzone beda w ramach ¢éwiczen. Na razie skoncentrujmy sie na dobrym zrozumieniu zagadnienia.
Rozwazmy zatem mape (U, ) oraz:

Fec®(M:R)  we 0 (M)
&= > wrde™  wp, €C” (M;R)
Iy,

Wiemy, ze:

Zatem zachodzi:

=Y Sk g
I, i=1 O
ool MW, L6
=) —p g
1,00} O

Twierdzenie 12.1. Niech M, N to rozmaitosci gtadkie, za$ h to gtadkie odwzorowanie M w N, w to k-forma gtadka
nad N. Pochodne zewnetrzne zadane sg na rozmaitoSciach odpowiednio Dyr,dy Wowczas:

dyr (R*w) = h* (dyw)
Dowdd. po6zniej... O

Oczywiscie nieuzasadnionym byloby, gdyby taka pochodna zalezala od wyboru mapy. Uzasadnia to alternatywna
wersja definicji pochodnej zewnetrznej:

Definicja 12.2. Niech w € Q" (M). Pochodna zewnetrzna formy w nazywamy taka forme 7, ze dla dowolnej mapy

(U, ) zachodzi:
alye =" (a((¢7)w)

Intuicyjnie, chcemy wykorzystaé¢ dobrze zdefiniowane pochodne na R™, i przenie$é je na rozmaitosé:

2
M — R™
@—1
w‘ ldj
*
2

(«)

Fakt: Powyzsza definicja jest dobra, tzn. nie zalezy od wyboru mapy
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Dowdd. Wezmy dwie mapy:

Wowczas:

=t (oo™ )
ot (a((eov) (¢7) )
D (a((o” o o))

- vt (a((7) )

Przy czym w momentach:

(Q) skorzystalismy z wlasnosci cofania formy, jako dzialania transponowania, ktora umozliwia wyjecie sktadowych
dziatania, ale w odwrotnej kolejnosci

() skorzystalismy z przemiennosci cofania i pochodnej

O

13 Pochodna kowariantna, przeniesienie rownolegle i koneksje na wigz-
kach wektorowych

W tym rozdziale poszukujemy alternatywnych rodzajéw pochodnych na rozmaitosciach. Skupimy sie na pochodnych
cie¢ gtadkich wiazki wektorowej (a wiec rozwazania prowadzimy ogodlniej, niz do tej pory, poniewaz jak pamietamy,
wigzka styczna jest szczegOlnym przypadkiem wigzki wektorowej). Podobnie, jak w przypadku pochodnej Liego,
bedziemy starali sie otrzymaé co$ na ksztalt ,pochodnej kierunkowej” takich cieé.

Definicja 13.1. Niech (M, g, E) bedzie gtadka wiazka wektorowa, ¢ € E. Niech zadane beda odpowiednie rzuto-
wania i odwzorowanie styczne:

geEE & TE

m(q)e M < TM

E, jest wioknem punktu ¢, tzn. E, = 7% [{7(q)}], izomorficzne z przestrzenia liniowa V.

drg| @ TyE = Tpp(M

Wowczas, dla dowolnego ¢ € E podprzestrzen:

ker (dwE| ) = {v €ET,E: d7rE| (v) = 0}
q a

nazywamy przestrzenig pionowa (wertykalng) w T, F, oznaczamy ja

)

Definicja 13.2. Niech (M, 7, E) bedzie gladka wigzka wektorows. Wowczas:

VoE = ker (dwE

VE:=| |V,E

qeEE

Wowezas wiazke (F, mrg, VE) nazywamy wiazka pionowa wiazki F.
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Zauwazmy, ze przestrzeil pionowa w T, E jest podprzestrzenig liniowg w T, E. Z algebraicznych wlasnodci prze-
strzeni liniowych wiemy natomiast, ze do podprzestrzeni liniowej istnieje dopetnienie liniowe. W przypadku wiazek
wektorowych bedziemy okreslali dopelnienie liniowe mianem przestrzeni horyzontalne;j.

Definicja 13.3. Niech zadana bedzie gtadka wigzka wektorowa (M, g, F) z wiazks wertykalna (E, 7rg, VE). Dla
punktu g € E przestrzenig horyzontalng H,E nazwiemy podprzestrzen T, F, taks ze:

H,EcTE
H,EnV,E = {0}
HEeV,E=T,FE
Wiazka horyzontalna nazwiemy:

HE:=| | HE
qeE

W celu zaznajomienia sie studentéw z omawianym materiatem, zacheca sie do rozwazenia ponizszego faktu:

Fakt: Omawiane przestrzenie maja nastepujace wymiary:
dim F; = dimV
dim F = dim M + dimV
dimV, E = dimV
dimVE =dmFE +dimV
dimTFE =dimFE +dimT,F = 2dim E
dim H F = dim M
Definicja 13.4. Koneksjg na wigzce (M, g, F) nazywamy gladks dystrybucje HE na FE, taky ze:
HE®VE=TFE

Twierdzenie 13.1. Niech (M, g, E) bedzie wiazkq wektorowq z koneksja HE. Niech p € M oraz q € m [{p}].
Wowczas dla gtadkiej krzywej v : [0,1] — M, v(0) = p istnieje jedyna gltadka krzywa 7 : [0,1] — E, taka ze:

#* 5(0) = ¢
% 4(t) € HynE
* mpoy =7

Krzywag 4 nazywamy podniesieniem krzywej v wzgledem koneksji HE

14 Czy to koniec?

W dalszej czesci, nie wynikajacej juz z wyktadu, chcialbym wprowadzaé dalsze struktury, takie jak
@& wspomniane w rozdziale 13 koneksje
@& podstawy geometrii zespolonej
@ tensory (pseudo)metryczne i geometrie (pseudo)Riemanowska, wstep do Ogolnej Teorii Wzglednosci

@ podstawy geometrii symplektycznej, formalizm hamiltonowski na rozmaitosciach, nawiasy Poissona, moze
wzmianka o kwantyzacji

@ grupy i algebry Liego
@& geometrie subriemanowska

i dalsze zagadnienia, ktore przyjda mi do glowy, a ktére odwaze sie przedstawié.
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